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Devoir de contrôle No1
Q1. Soit H =

{(
1 n

0 1

)
, n ∈ Z

}
.

1. Montrer que H est un sous-groupe de
(
GL2(R), ×

)
.
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2. Montrer que H est monogène et, déterminer un groupe qui lui soit isomorphe.
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Q2. Soit φ :
(
Z/3Z, +

)
−→

(
Z/4Z, +

)
un morphisme de groupes.

1. Montrer que l’ordre de φ(1) divise 3 et divise 4.
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2. En déduire que φ(1) = 0.
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3. Déterminer alors φ.
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Q3. Soit G un groupe multiplicatif et H un sous-groupe non trivial de G. Montrer que < G \ H >= G.
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Q4. Soit G un groupe multiplicatif d’ordre 4.
1. Supposons G contient un élément d’ordre 4. Montrer que G est isomorphe à Z/4Z.
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2. Supposons que G ne contient aucun élément d’ordre 4.
a. Montrer que ∀x ∈ G, x2 = e.
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b. En déduire que G est abelien.
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c. Si on note G =
{
e, a, b, c

}
, remplir alors le tableau suivant :

. e a b c

e

a

b

c

d. Déterminer un groupe ismorphe à G.
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3. En déduire, à isomorphisme près, tous les groupes d’ordre 4.
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Q5. Soit B =
{(

α 0
0 0

)
, α ∈ R

}
. B est-il un sous-anneau de l’anneau

(
M2(R, +, ×

)
?
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Q6. Soit A un anneau et (x, y) ∈ A2. Montrer que, si 1−xy est inversible, il en est de même de 1−yx, et comparer
leurs inverses.
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Q7. Rappeler le théorème d’Euler vu dans le cours puis, montrer pour tout k ∈ N, k ∧ n = 1 =⇒ kn! ≡ 1 [n].
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Q8. Soit A un anneau commutatif intège fini et a ∈ A \
{
0
}
. On considère l’application fa : A −→ A définie par

fa(x) = ax.

1. Montrer que fa est injectif.
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2. En déduire que A est un corps.
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Q10. Soit (a, b) ∈ Z2 non nuls.
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2. Montrer que m est caractérisé par :

a | m

b | m
et

∀ c ∈ Z,

a | c

b | c
=⇒ m | c

.
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)
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Q12. Résoudre le système de congruence suivant
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Q13. Soit Z [X] l’anneau des polynômes à coefficients entiers, on pose

I =
{

(1 + X2)A + 2XB, (A, B) ∈
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Z [X]

)2}.
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Q16. Soit (m, n) ∈ N2 non nuls. Montrer que (Xm − 1) ∧ (Xn − 1) = Xm∧n − 1 dans K [X].
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Q17. Chercher m pour que X2 + X + 1 divise (X + 1)m − Xm − 1 (sur C).
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