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TD N°1

Structures algébriques usuelles (correction)

Groupes

Corrigé de I'exercice 1. 1. On a 1€ H et si (21, 22) € H?, alors (2122’1)n = 202" =1 donc z12;" € H. Ainsi H est un

sous-groupe de G.

2. On vérifie d’abord que H ¢ G. Pour a+bv/3 € H,on a a®>-3b*>=1>0 et a € N donc a > \/§|b| et par suite
a+bV3>/3(|b] +b) >0. Ainsi H c G.

e Onal=1+0v3doncleH.
e Soient a + b3 et a’ +b'\/3 deux éléments de H. On a
(a+bv3)(a' +b'\/3) = (aa’ + 3bb") +/3 (ab’ +ba').
eN el

Car a > /3|b| et a’ > /3|b'| donc aa’+3bb" > 3(|b|[b’|+bb") > 0 donc aa’+3bb’ € N. Ainsi (a+b\/3)(a’+b'\/3) € H.

o Il reste & montrer que H est stable par passage & 'inverse. Soit a + b\/3 € H, on a
1 _a- 3
a+by3 a2 3h2

D’ou, H est bien un sous-groupe de G.

=a—-bv3 e H puisque a®> - 3b*> =1

!/

1 =z 2 1 2 2
3. Il est clair que I3 € H. Soient A=|0 1 ylet B=]0 1 ¢'| deux élémentsde H. On a
0 0 1 0 0 1

1 z+2" z+2 +ay
AB=10 1 y+y eH.
0 0 1

1 - —-z+x2y
De plus, le calcul précédent montre que A =0 1 -y qui est, bien un élément de H.
0 0 1

2

Corrigé de I'exercice 2. Soit € G. On a 2% = e donc z = 271, Si (2,y) € G? alors, zy = z 7y~ = (yz)~! = yz. Ainsi

G est un groupe abélien.

Corrigé de I'exercice 3. 1.

cgoao’ o=Id [ o=(12) o =(13) o=(23) o=(123) o= (132)
o' =1d Id (12) (13) (23) (123) (132)
o =(12) | (12) 1d (123) (132) (13) (23)
o' =(13) | (13) (132) 1d (123) (23) (12)
o =(23) | (23) (123) (132) 1d (12) (13)
o' =(123) | (123) (23) (12) (13) (132) Id
o =(132) | (132) (13) (23) (12) Id (123)

2. On a (12)71 = (12), (13)71 = (13), (23)71 = (23) et (123)7! = (132), (132)7! = (123).
3. Le groupe (83,0) n’est pas abélien car (12)(13) # (13)(12). Les sous-groupes du groupe (83,0) sont Hy =
{1d, (12)}, Hy ={1d, (13)}, Hy={1d,(23)}, et Hy={Id,(123),(132)}.
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Corrigé de I'exercice 4. 1. Soit (k,/) € (Z/nZ)?. On a : o(k+0) = p(k+£) = e2ik+l)mn  Q2ikmn 2itm/n _ o(k)p(f).

Donc ¢ est un morphisme de groupes. De plus,
kekerp — (k) =1 < ¥ " =1 — 2kn/ne2nZ < k=0.

Donc ker ¢ = {6} et o est injectif. Comme Card Z/nZ = Card U, alors ¢ est un isomorphisme de groupes.
2. Soit (6,0") e R%. On a

—-sinf\ [cosf’ —sin@’

cosf | \sin®  cost’

cosfcosf —sinfsinh —cosfhsinh’ —sinbcos 9')

cosf

©(0)p(0") g

cos@sin®’ +sinfcosh cosfhcosh —sinfsinb’
cos(0+6") —sin(0+0")

) sin(0+6") cos(6+6") ): #(0+0).

Donc ¢ est un morphisme de groupes. De plus,
Oekerp <= () =1y < cosf=1et sinf =0 < 0 e2nZ.

Donc ker ¢ = 27Z.
Corrigé de I'exercice 5. 1. Soit (m,n) e N*xN. Ona f(n)=f(1+...+1)=f(1)+...+ f(1)=nf(1) et
—_—

n termes

005 () 3(8 s 2) o () ame (1) o

1
2. De la relation mf (—) = f(1) on a m divise f(1) pour tout m € N* donc nécessairement f(1) =0 et par suite
m

f(n) =0 pour tout n €Z. Si r = Pe Q alors, f(r) = f(g) :pf(l) =rf(1) =0. Ainsi f est le morphisme nul.
q q q

Corrigé de I'exercice 6. On a {— 1, 1} X { -1, 1} = {(1, 1),(-1,1),(1,-1), (-1, —1)} qui est un groupe multiplcatif et
727 x 1|27 = {(6, 0), (1, 0), (0, 1), (1, T)} qui est un groupe additif.

i

X (1,1)

(_171)

(17_1)

(_17_1)

(1,1)

(1,1)

(_171)

(17_1)

(_17_1)

et

(_171)

(_1>1)

(1,1)

(_1>_1)

(1a_1)

(17_1)

(17_1)

(_17_1)

(1,1)

(_171)

iRl R=lR=l
=IR=IR= Iz
=R IR = Nl N
ol DI ~I| —I|

A~ ||~~~ |
A e B Bl S
NN |||~
N | N [ N [ N N

) ) )

(_17_1)

(_17_1)

(17_1)

(_1a1)

(1,1)

On remarque que les tables sont « identiques », donc les groupe ({ -1, 1} X { -1, 1}, ><) et (Z/2Z x Z/QZ,+)
(Z/2Z><Z/ZZ,+) — ({—1,1}><{—1,1},><) est un
(E}Z) > ((_1)k,(_1)f)

sont isomorphes. Plus précisément, 'application ¢

isomorphisme de groupes.

Corrigé de I'exercice 7. 1. D’abord, H est un sous-groupe de G. En effet :
e Onae=a""ecH.
o Siz=d'Va?b?. .. a"br e H et y=abm a2 .. aFmblm e H alors, zy = aP b9 aP2b% ... aPr b € H.
o Siz=a"ba2b?.. . a"bn e Halors, ™' =bIna™ . b2a2b g = Vb Ing i L b 2a 210 € H.
Soit K =< {a,b} > le groupe engendré par a et b. On a a=a'b’ € H et b=0a"' ¢ H donc K c H.
Inversement, On a a’ € K et b’ € K pour tout (i,;) € Z* donc a't’ € K et par suite, H c K d’ott K = H.
2. Lorsque ab = ba, alors H = {aibj, (i,7) € ZQ}.
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3. Soit G =< {A,B} > le groupe engendré par A et B. On a A2 =13 donc A™! = A et B3 =13 donc B~' = B2. On
en déduit que A’ € {IQ,A} et Bl e {Ig,B, BQ} pour tout (4,7) € Z2. De plus, BA = AB? donc

G = {AilBhAi?BJ'Q CLAMBIn e N i, 1,02, 59, - yin, jn € Z} - {AiBJ', i je Z} - {Ig,A,B,AB,ABQ}.

1 3 1 3
Corrigé de I'exercice 8. 1l est clair que §Z et SZ sont deux sous-groupes additifs de Q donc =Z + =Z est un sous-
3

groupe de Q. Par le théoréme de Bézout, il existe (u,v) € Z? tel que 1 = 5u+9v donc T —u+ gv € =Z+—17, donc
< 1 >c 1Z + §Z. Inversement, on a 1Z c< L > et §Z c< L > donc 1Z + =Zc< — >. D’ou lZ + =7 =< — >.
15 3 ) 3 15 ) 15 3 D 15 3 D 15

Corrigé de I'exercice 9. Supposons Z/27Z x Z,/27 =< (@, b) >. Le groupe Z/2Z x Z/2Z est de cardinal 4. Le générateur
(@,b) vérifie 2 x (a,b) = (0,0) donc Z/2Z x 7|27 == {(6, 0), (@, 5)} et par suite, Z/27Z x 7|27 est de cardinal 2, ce
qui est absurde. Ainsi, Z/27 x Z/27 n’est pas cyclique.

Corrigé de I'exercice 10. 1. On pose E = {1,...,n} et o = (7(z1) 7(z2) ... 7(z;)).
e Size Ex{2y,....2},onac(x) =z et 7(z) € Ex{7(z1),...,7(z,)}, ce qui donne 7o o(z) = 7(z) =
o'(r(z)) =0’ or(z), e : Too o () = 0'().
e Siz=ux,ouke{l,...r} alors roo(z)=7(c(zx)) = 7(zk+1) en notant z,41 = z1 donc o’ o 7(z) =
o'(1(z1)) = 7(xps1) ie : Too 0T (2) = 0’ ().
Ainsi, Too o177 (z) = o'(z) pour tout z € E. Dot Tocor !t =0’

2. a. Soit (i j) une transposition avec 1 <i#j<n.Sii=1ouj=1,il n’y a rien & montrer car (i j) = (j 7).

Supposons 7 # 1 et j # 1, on a d’apres la premiere question :

(i) =)L 7)(La)" = (1a)(15)(14).
Comme §,, est engendré par les transpositions, on déduit que S,, est engendré par les n — 1 transpositions
(1k)avec 2<k<n.

b. D’aprés la premieére question, S,, est engendré par les transpositions (1 k) avec 2 < k < n, il suffit de

décomposer chaque transposition (1 k) en produit de transpositions de type (i i+ 1).
Sik=2 alors (1k)=(12)=(11+1) est de la forme souhaitée.

Si 3 <k <n, alors d’aprés la premiére question :

(1k)=(k-1K)QEk-1)(k-1k) =(k-1k) (1 k-1)(k-1k).
D’autre part : (1k-1)=(k-2k-1)(1k-2)(k-2k—-1) et on continue la décomposition ainsi de suite si
nécessaire.

c. D’apres la deuxiéme question, S,, est engendré par les transpositions (k k + 1) avec 1 < k <n -1, il suffit de
montrer que chaque transposition (k k+ 1) est dans G ou G e T,y>avecT=(12)ety=(12...n) le

sous groupe de S, engendré par 7 et 4. Pour n > 3, on a d’aprés la premiere question :

v(12)y7 = (v(1) (2)) = (23)
7(23)77 = (7(2) ¥(3)) = (34)

A(n =20 1)y = (v(n-2) 1(n-1)) = (n— 1 n)

Donc (kk+1) =+*1(12)(¥* ) pour 1 <k<n-1.

Corrigé de I'exercice 11. 1. Supposons G abélien et soit (z,y) € H?, donc z = p(a) et y = ¢(b) avec (a,b) € G*.
On a zTy = p(a)Te(b) =p(axb) =p(bxa) =p(b)Ty(a) =yTz. Donc H est abélien.
Supposons H abélien, on a ¢~ : (H, T) — (G, %) est un isomorphisme de groupes, donc d’apres ce qui précede,

G est abélien.
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2. Supposons G =< a >. On a ¢(a) € H donc < ¢(a) >c H. Soit h € H, donc h = ¢(g) avec g € G, donc g = a*
avec k € Z, i-e h = p(a¥) = (w(a))k donc h e< ¢p(a) > donc H c< p(a) >, d’ou I'égalité : H =< ¢(a) >. Pour la
réciproque, on considére ¢! au lieu de .

3. Fixons (k,b) € Z x G et considérons les ensembles I = {iL‘ G, zF= b} et J = {x e H, zF= @(b)}. On va
montrer que @ réalise une bijection entre I et J.

Soit y € J, il existe x € G unique tel que y = p(x). Or (go(ac))k = ¢(b) i-e p(zF) = p(b) donc z¥ = b car ¢ est
injectif donc x € I. D’ou : V ye J, A xel, y=¢(x). En particulier, les ensembles I et J ont méme cardinal.

4. Le groue Z/AZ est cyclique mais Z/2Z x Z/2Z n’est pas cyclique, donc (Z/2Z x Z[2Z,+) et (Z[4Z,+) ne sont
pas isomorphes.

Le groupe Z/6Z est abélien mais Ss n’est pas abélien, donc (Z/ﬁZ, +) et (83, 0) ne sont pas isomorphes.

Les groupes (]R*, ><) et ((C*, ><) ne sont pas isomorphes car I’équation z* = 1 a deux solutions dans R* et quatre

solutions dans C*.

Ordre d’un élément dans un groupe

Corrigé de I'exercice 12. 1. Ona4x3=12=0et kx3 %0 pour 1 <k <3 donc l'ordre de 3 est 4.
2. Soit D = diag(l,j,jz). On a D3 = diag(l,j3,j6) =I3et D? = diag(l,jQ,j) # I3 donc 'ordre de D est 3.

Corrigé de I'exercice 13. 1. Soit k€ N. On a

(aba 1) = (aba™1)(aba™") ... (aba™')(aba™') = ab(a'a)a. .. (a ta)ba™! = abFa™?

k termes
donc (aba™)F=e < abfal=e < Val=e < b =e. On en déduit que b et aba™' ont le méme ordre
(fini ou infini).

Soit ke N.Onaa®=e < (a*) ' =e < (a7 ')* =e donc a et a™! ont le méme ordre (fini ou infini).
2. Supposons (ab)™ =e. On a b(ab)™ = b soit encore (ba)"b =b donc (ba)™ = e. Ainsi, ba est d’ordre fini au plus
égal a n. Un raisonnement symétrique établit que ab est d’ordre inférieur a celui de ba et donc ab et ba ont le

méme ordre.

coskf -—sink6

Corrigé de I'exercice 14. 1. Pour tout ke N, ona R = [
sinkf coskd

) = Ry (récurrence sur k), donc

Ry est d’ordre fini <= 3k € N* tel que ng =15
<~ Rip=1

< coskf=1et sinkf =0

— kfe2nZ — ie@.
27

0
2. Supposons o = P avec (p,q) € Z x N* tels que pA g =1. D’apres la question précédente, Ry est d’ordre fini.
™ q
Soit n I'ordre de Ry, on a
np Bézout

Ry =1y < nfe2nZ — — €7 <= qdivise np — qdivisen:>ne{q,2q,3q,...}.
q

Or R} =1y donc l'ordre de Ry égal a q.

Corrigé de I'exercice 15. 1.  a. Soit d=m An. On a n=n'd, m=m'd avec " Am’ = 1. Pour tout k € Z, on a

k Bézout

(am)kze@am =e <= n|mk <= n|m'k = 1|k = gdivisek.

Donc l'ordre de a™ est égal a .
mAamn
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b. On a m =m.1 et 1 est d’ordre n, par suite, 'ordre de m est égal & .
maAan

2. a Onap|pvqg et q|pvqgdoncal’?=eqg et b7 =epy donc (a,b)PV? = (apvq,bpvq) = (eg,em ). De plus,
pour tout k € Z on a

k

(a,0)F = (e ey) <= d=eq et bF=ey < pl|k et |k = pvqlk.

Donc l'ordre de (a,b) est égale & pv q.
b. Soit (@,b) un élément de Z/3Z x Z/6Z d’ordre 3. Notons p l'ordre de @ et ¢ 'ordre de b. D’apreés la question

précédente, pv g = 3. Mais, I'ordre d’un élément divise ’ordre du groupe, donc p divise 3 et ¢ divise 6. Ainsi,
(p,q) = (1,3), (3,1) ou (3,3). D’ou (@,b) € {(ﬁ,?), (0,4),(1,0),(2,0),(1,2),(1,4), (5,5),(5,71)}.

Corrigé de I'exercice 16. Soit p I’ordre de G et g 'ordre de H.

o Supposons p A g = 1. Soit a un générateur de G (donc d’ordre p) et b un générateur de H (donc d’ordre
q). Le couple (a,b) est d’ordre p v ¢ = pq. Puisque G x H est de cardinal pg, on en déduit que G x H est
cyclique.

o Supposons G x H est cyclique. Soit (a,b) un générateur de G x H, donc a est un générateur de G et b est
un générateur de H donc l'ordre de a est p et Pordre de b est ¢q. Or (a,b) est d’ordre pv ¢, donc pv ¢ divise
pq et par suite, p v g = pq ce, qui implique que pA g = 1.

Corrigé de I'exercice 17. 1. On a o = (i1 i2...4,) = (41 i2)(i2 93) ... (i1 i) donc

(o) =e((i1 92)(i2 43) ... (ir-1 ir)) = €(i1 d2) ... €(ipo1 ip) = (-1) ... (-1) = (-1)" 1.

(r-1) termes (r-1) termes

2. Pour 1<k<r—-1,onac"(iy) =ip donc o”(iy) = iy. De méme, 0" (iy) = ig,..., oP(i,) = iy et oP(j) = j pour

jé {z’l, . ,’ir} donc ¢" = 1d c’est-a-dire, o est d’ordre 7.

Corrigé de I'exercice 18. 1. Soit p 'ordre de a. On a (f(a))p = (a?) = f(eq) = en, donc l'ordre de f(a) divise p.
Supposons f injectif et soit 1 <k <p-1. On a a* # eg = f(d*) # f(eq) = f(d*) #+ ey — (f(a))k *ep.

Ainsi, a et f(a) ont méme ordre.

2. Supposons G fini donc H est fini. Pour n € N*, considérons les ensembles
A, = {a € G, aest d’ordre n} et By = {b € H, best d’ordre n}

A, et B, sont finis, la question revient donc & montrer que A,, et B,, ont méme cardinal. Pour cela, on va montrer
que f réalise une bijection entre A,, et B,,.

Soit alors b € By, donc il existe a € G tel que f(a) =b et, d’apres la question précédente, a et b ont méme ordre,
donc a € A,,. D’ou les ensembles A,, et B,, ont méme cardinal.

3. Dans le groupe Z/67Z x Z[2Z, les éléments (3,0) et (0,1) sont d’ordre 2 et, dans le groupe Z/12Z, seul 6 qui
est d’ordre 2. Ainsi, Z/12Z et Z[6Z x Z/27Z ne sont pas isomorphes.

Corrigé de I'exercice 19. 1. On a

(ab)P¥? = gPY1pP¥?  car a et b commutent

=ee=e carp|pvgetq|pVvyg

donc ab est d’ordre fini et divise p v ¢. Le résultat n’est pas vrai si a et b ne commutent pas. En effet : dans

0 1 0 1
(QEQ(R), x), les matrices A = ( . O) et B = ( ) sont d’ordre fini : A* = Iy, B3 = I, mais le produit AB

-D* Dk

ne lest pas : (AB)F = ( 0 (1)t

) + 15 pour tout k € N*,

2. Soit k€Z. On a
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G
(ab)f =e = aftF = = (PP = = PP = = VP =¢ = ¢ divise kp —> ¢ divise k.

De méme, on obtient p divise k et par suite, p v ¢ divise k. De plus, (ab)P¥? = e d’ou ab est d’ordre pV q.
Le résultat n’est pas vrai si p et ¢ ne sont pas premiers entre eux. En effet : dans le groupe (abélien) Z/12Z, on

a 2 est d’ordre 6 et 3 est d’ordre 4 (4 A6 # 1) mais, le produit 2 x 3 =6 est d’ordre 2 # 4 v 6.
k

3. Soit k£ > 3 un entier fixé. Soit r;, 1 <7 < k l'ordre de a; avec 7, Ar; = 1 pour 7 # j. Notons ¢ = Hai avec
i=1

a;aj = aja; pour tout ¢ # j et r =ry v...vr,. On veut montrer le résultat suivant : I'ordre de c est égal a r.

Ona:
' T T . .
¢ =ay...a; cara;a;=aja; pour tout ¢ # j
=e...e=e car chaquer; divise r pour 1 <i <k

donc ¢ est d’ordre fini et divise r.

Soit m € Z tel que ¢™ =e. Posons, pour 1 <i<k, r/=r;Vv...VrijVriV...Vvrg. On a

7

r! mr mr mr!
c"=e = ay'...ay' =e = (a{”...a?) ‘e = a; '...q '=e = q; '=e
(2
k
donc r; divise mr]. Or les r; sont premiers entre eux deux a deux donc 7] = H rj. Par le lemme de Gauss, puisque
J=1
G#i

ri AT =1, on a r; divise m pour tout 1 <i <k et par suite, r divise m. Dot ¢ est d’ordre r.

4. Onaoc=(127)(3468)(913111210). Les cycles o1, o2 et o3 sont a supports disjoints, donc commutent

—_———— e —
=01 =09 =03
deux a deux. De plus, 'ordre de o1 égal a 3, 'ordre de o9 égal a 4 et U'ordre de o3 égal a 5. D’ou 'ordre de o est

égal a 3v4v5bh=060.

Corrigé de I'exercice 20. 1. Soit a € G tel que a # e. On a l'ordre de a divise p donc l'ordre de a égal a 1 ou p.
Comme a # e, alors 'ordre de a égal a p. Par ailleurs, < a >c G et les groupes < a > et G ont méme cardinal,

donc G =< a >. Par suite, GG est cyclique.
2. a. <a> est un sous-groupe de H différent de {e}, donc nécessairement H =< a >.

b. Si a est d’ordre infini alors on a de méme pour H. D’apres le théoreme de classification des groupes
monogenes, H est isomorphe & Z qui contient des sous-groupes non triviaux (on a vu dans le cours que
les sous-groupes de Z sont les nZ avec n € N, donc si f : Z — H est un isomorphisme de groupes, alors
f(2Z) est un sous-groupe non trivial de H) ce qui est absurde donc H est cyclique isomorphe a Z/nZ.
Si n n’est pas premier, alors Z/nZ contient des sous-groupes non triviaux, donc (méme raisonnement)
H contient des sous-groupes non triviaux ce qui est absurde. Ainsi, H est cyclique d’ordre un nombre

premier.

Anneaux, corps et algebres

Corrigé de I'exercice 21. 1. Ona l1=1+ V2x0€eZ [\/5]
Soit (z,2') € (Z [\/5])2 tel que = = a++v/2b et ' = a’ ++/2b avec (a,a’,b,b') € Z*. On a
r-2'=a-a +/2(b-V) GZ[\/i] et za' =aa' + 200 +/2 (ab' + ba") EZ[\/§].
—_—— —_——

— ~———
€Z 7 €Z eZ

Donc Z [\/5] est un sous-anneau de R.

2. Soit f (C,+,><) — (MQ(R),+,><) . Vérifiant que f est un morphisme d’anneaux.
a -b
b a

a+1b —

0

1) =1Iy. Soit (a,a’,b,b') e R%. On a

Onaf(l):f(1+i><0)=(é
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a+a —(b+b)

f((a+ib) + (a’ +ib")) = (b+b’ o ):f(a+z'b)f(a’+ib')

et

aa’ —bb"  —(ab’ +ba’)

ab +ba’  aad - bb

fla+ib)f(a' +db") = ( ) = f(aad’ - bV +i(ab/ +ba’)) = f((a+ib)(a’ +ib)).

Donc f est un morphisme d’anneaux. De plus, A =Im f est un sous-anneau de Ms(R) donc un anneau.

a
Soit M = ) € A non nul, donc a ou b est non nul. Mais det M = a® + b? # 0 et par suite, M est inversible.
a

D’ou A est un corps.

11 est clair que f est injectif, donc f: C — A est un isomorpgisme de corps.

Corrigé de I'exercice 22. e Onal=1+ix0¢eZ[i].
Soit (z,2) € (Z [z])2 tel que z = a +ib et 2’ = a’ + b’ avec (a,a’,b,b') € Z*. On a

x-x'=a-ad +i(b-b)eZ[i] et za'=ad -bb +i(ab +ba’) e Z[i].
——

— — | —
(4 7 eZ VA

Donc Z[i] est un sous-anneau de C.

e Soit z € U(Z[i]) (groupe des éléments inversibles de 'anneau Z [4]). Il existe 2 € Z[i] tel que z2’ = 1. On

écrit z=a+ibet 2/ = a’ +ib’ avec (a,a’,b,b’) € Z*, on a

22 =1 = |2]]7| =1 = (a2 +b?) (d®+V?)=1 = a2 +b2 =1
—— ——
eN eN

donc (a,b) € {(1,0), (0, 1),(—1,0),(0,—1)} et z € {1,i,—1,—i}. Inversement, les éléments 1,7, -1 et —¢ sont

bien inversibles et par suite, U(Z [z]) =Uy4 = {1,i, -1, —i} groupe des racines 4-eme de I'unité.

Corrigé de I'exercice 23. 1. a. On a
p-1 p-1
ad(1-a)=(a-1+1) (1-a)*
k=0 k=0
p-l1 p-l1
=—(1-a) Y (1-a)"+ > (1-a)*
k=0 k=0
p=1 p-1
=->(1-a)"+ Y (1-a)
k=0 k=0
p p-l
=-Y(1-a)+Y(1-a)f=-(1-a)Pf+1=1.
k=1 k=0
p-l p-l
De méme, (Z(l - a)k) a =1, donc a est inversible et a™' = > (1 - a)k.
k=0 k=0

b. Ona (1-a)P = (—a(l - a‘l))p = (—a)?(1-a1)P car —a et (1 —a™!) commutent. Par suite, (1 -a™1)? =0

car a est inversible.

0 -1 0
2. On écrit M =I3—Navec N=[0 0 -1|. Ona N3=(I3-M)3 =03 donc d’aprés la question précédente,
0 0 O
, 1 -1 1
la matrice M est inversible et M1 = S (I3~ M) = I3+ I3 - M+ (I3 - M)*=I3+ N+ N*=[0 1 -1}
F=0 00 1
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3. a e OnaNzgcar0eN.SizeN etacA, alors az € N. Soit (z,y) € N2 donc, il existe (n, p) € N*2

tel que =" = y? = 0. Par la formule du binéme, on a

n+p + p + n+p "
(33 + y)n+P - Z (TL . p)xnﬂ?—kyk =x" Z (nk p):cp_kyk +yp Z (TL . p)xnﬂz—kyk—p -0
k=0 k=0 k=p+1

=0 car z"=0 =0 car yP=0

donc x +y € N ce qui permet de conclure que N est un idéal de A.

o Le résultat n’est pas vrai si A n’est pas commutatif. En effet : si on prend A = My(R) alors les

0 0 0 -1 0 -1
matrices A = (1 0) et B = (0 0 ) sont nilpotentes d’ordre 2 mais A+ B = Lo ) n’est pas

nilpotente car inversible (matrice de rotation d’angle 7).
4. Soit n =p7*...pd la décomposition de n en fateurs premiers (n > 2).
o Soit k € Z/nZ un élément nilpotent. Il existe o € N* tel que k" =0 donc p; divise k“ pour tout 1 <¢<r
T

et par suite p; divise k pour tout 1 <4 <r. Comme les p; sont premiers entre eux, H p; divise k.
i=1
T
e Inversement, si k = sz- x b avec b € N alors, en posant « = maxp; on a kY = nb®pl ™ . .p~ Y donc
. <1<r
i=1 <1<
T

k= =0.
Dot N =1{k e Z/nZ, ]p: divise k:}
i=1

Corrigé de I'exercice 24. 1. Soit neN. On a f(1)=1, 0= f(0)=f(n—-n)=f(n)+ f(-n) donc f(-n)=-f(n) et

fn)=fA+...+)=f()+...+ f(1)=nf(l) =n.

n termes

n termes

Ainsi, f(n) =n pour tout n € Z. De plus, pour m € N*, on a :

1
—

0 (2 s 2o (2) e (1)

Sir=2 € Q alors, f(r) =f(2—)) =pf(1) =r. D’ou f(r) =r pour tout r € Q.
q q q

2. Soit x> 0. Il existe y € R tel que = = y? donc f(z) = f(y?) = (f(y))2 > 0.
Si maintenant a et b sont des réels tels que a > b alors a —b > 0, donc f(a) - f(b) = f(a—b) > 0. Ainsi, f est

croissante.
.10™ 0™+ 1
|z OJetbnzlx 0" +
107 10m

f(an) =an et f(by) = by, donc a, < f(x) < by.

3. Soit zeR. Onaa, <x<b, avec a, = . D’apres la question précédente, on a

Comme a,, —— 0 et b, —— 0, on en déduit que f(x) =z pour tout x € R. Ainsi, f =Idg.

n—+oo n—+oo

Corrigé de I'exercice 25. 1. On a U(Z/8Z) = {E €Z|8Z, kA8= 1} = {T, 3,5, 7}

k 1/3|5
Ordrede k |13 |5 |7

Aucun élément n’étant d’ordre 4 = Card U(Z/ 8Z). Ainsi, la groupe U(Z/SZ) n’est pas cyclique.

engendré par 2. Ona 20=1, 2' =2, 2°=14, 2°=8, 2 =16=5, 2°=10, 2°=9, 2° =7, 2°=3, 2 =6. On
obtient ainsi tous les éléments de U(Z/11Z). Ainsi, U(Z/11Z) est cyclique.
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Corrigé de I'exercice 26. 1. Soit a € INU(A). Si x € A alors, = a™' . ax €I car I est un idéal, donc I = A.

A o
2. On a A est un anneau commutatif. Soit x € A \ {0} I’idéal engendré par x ne peut pas étre l'idéal {O},
donc c’est A tout entier. En particulier, il existe y € A tel quexy = yx = 1. Ainsi, tout élément non nul de A est

inversible et par suite, A est un corps.

3. Soit z € AN {0} Considérons, pour m € N, I, = ™A, 'idéal engendré par ™. Puisque A admet un nombre fini
d’'idéaux, il existe n < m tel que ™A = " A. En particulier, il existe a € A tel que ™ = 2™a donc 2" (1-2™"a) = 0.
L’anneau A étant intégre (et étant non nul), ceci entraine que 2™ "a = 1. Ainsi, z est inversible (d’inverse 2™ " 1a)

et par suite, A est un corps.

4. Soit I un idéal non nul de K et soit x € I {0} alors, z est inversible et d’apres la premiere question, I = K.

Corrigé de I'exercice 27. On va montrer que %4 est une sous-algebre de M3(R). On a :
e I3€%y.
o SideR et M,N €%y, alors A(M+AN)=AM + AN =MA+ANA=(M+AN)A, donc M + AN € C4.
o Si M,N €%y, alors AMN = MAN =MNA, donc MN € €4.

D’ou €4 est une algebre.

Corrigé de I'exercice 28. Il suffit de montrer que A est une sous-algebre de M3(R).

a b c 010 0 0 1
e SiM=|c a bleA alors M=al3+b]0 0 1|+c|1 0 0] donc A= Vect (Ig,M,N). Ainsi, A est un
b c a a \1 oo \o1o
=MeA =NeA
sev de M3(R).
a b c a v aa’ +bc’ +cb' ab +a’b+cd ad +a'c+bb
e SiM=|c a bleAetM = o b |eAalots MM =|ac’ +a’c+bb aa +bc’ +cb ab +a'b+cc
b ¢ a v d ab' +a'b+cd acd +a’'c+bb ad +bc +cb’
donc MM' e A.

D’ou A est une algebre. De plus, la famille (13, M,N ) est libre, donc dim A = 3.

1[6]
2[7]

Les entiers 6 et 7 sont premiers entre eux et ’on peut écrire 7x 1+ 6 x (-1) = 1. L’entier

x
Corrigé de I'exercice 29. e Soit Xg le systeme {
T

x=1xTx1+2x6x%x(-1)=-5

= -5|6
est alors solution du systeme ¥ et donc 3y <= { . %7}
= -5|6
Par le théoréme des restes chinois | [6] — x = -5 [42].
x = -5[7]
Finalement, les solutions du systéme sont donc les —5 + 42k avec k € Z.
3r = 2[5
e Soit ¥4 le systeme v [5] .
Sz = 1[6]

Les entiers 3 et 5 sont premiers entre eux donc 3 est inversible dans 'anneau Z/5Z et 'on peut écrire
5x2+3x(-3) =1 donc I'inverse de 3 dans I'anneau Z/5Z est —3.

T

[l
|
(=2}
—
[
—

De méme, l'inverse de 5 dans 'anneau Z/6Z est —1. Ainsi, ¥; <=

il
I
—_
—
(@)
—

x
Par la méme démarche que précédement, les solutions du systeme sont donc les —1 + 30k avec k € Z.
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= 3[4]
= 34
e On utilise deux fois le théoreme chinois : { = 4[5] <= { } El][IS] — x = 19[60].
= 1[3 -
Ainsi, les solutions du systéme sont donc les 19 + 60k avec k € Z.

Corrigé de I'exercice 30. Résolution de I'équation 2% — 4z + 3 = 0 dans Z/11Z. On écrit :
2?2 -42+3=0 <= (2-2)2-1=0 < (2-3)(z-1)=0.

L’anneau Z/117Z étant intégre (car 11 est premier) donc z =3 ou I. L’ensemble des solutions est donc {I,3}.
Résolution de 1'équation x2 —4x +3 = 0 dans Z/8Z. On a

-4 +3=0 < (z-2)?=1.
11 suffit alors de déterminer les éléments Z/8Z dont le carré vaut 1.

k
k?

ol ol
=l =l
=[] Do
=] ool
Ol Wl
Al
| ol
i\l

Corrigé de I'exercice 31. 1. Ona 22 =1 <= (z-1)(z+1)=0. Comme Z/pZ est un corps, x = -1 ou x = 1.
Dans le corps Z/pZ, tout élément de {T, e ,]ﬁ} est inversible et son inverse est différent de lui-méme, sauf
pour 1 et —1 d’apres ci-dessus. Dans le produit 2 x ... x p— 2, on regroupe chaque terme avec son inverse et par
suite, ona Ix...xp-1=1xp-1=-1. Dou (p-1)! = -1 [p].

2. Puisque k € {1,...,n -1}, alors k est un facteur de (n —1)! et il existe £ € N tel que (n - 1)! = k¢ donc
kx (=f) =1[n] et k est inversible dans Z/nZ.
Comme k est inversible dans Z/nZ, alors k est premier avec n et ceci est vrai pour tout k € {1, R 1} et par

suite, n est premier. (sinon k divise n donc kAn #1)!

Corrigé de I'exercice 32. L’algorithme d’Euclide (divisions euclidiennes successives) donne :

X' -4X3 42X+ X +6= (X1 -3X3+2X%+ X +5) x 1+ (-X3+1)
X' -3X3+42X2 4+ X +5=(-X3+1)(-X +3) + (2X?+2X +2)

[ S —
dernier reste non nul

1 1
—X3+1:(2X2+2X+2)<—§X+§)+0

donc D= AAB = X%+ X +1 (D est unitaire). Trouvons les coefficients de Bézout U et V tels que AU + BV = D.
En remontant ’algorithme précédent, on a successivement :

2X2 42X +2=(-X*>+1)(X-3)+B

2X2+2X +2=(A-B)(X-3)+B=A.(X-3)+(-X +4).B

1 -1
On peut donc choisir U = §X - g et V= 7X + 2.

Corrigé de I'exercice 33. P est a racines simples si, et seulement si, P et P’ n’ont aucunes racines complexes en

commun si, et seulement si, P A P’ =1.

Corrigé de I'exercice 34. 1. Si o € K est une racine de P, alors le polynéme X — « divise P et par suite, P n’est pas

irréductible sur K.

2. Soit P € K[X] tel que deg P = 2 ou 3. Supposons P n’est pas irréductible sur K. On peut écrire P sous la
forme P = AB avec degA>1, degB > 1. Comme deg P = 2 ou 3, nécessairement deg A =1 ou deg B =1 et dans

les deux cas, P admet une racine dans K.
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3. La réciproque n’est pas vraie si deg P > 4. En effet : le polynéme X* + 1 n’a pas de racines dans R pourtant P
n’est pas irréductible sur R puisque X4 +1 = (X2 + V2X +1)(X2 - v/2X + 1) et les deux trindmes obtenus sont

a discriminant strictement négatif.

4. Soit a € Z une racine de X2 - X -1. On a o = o+ 1 donc « divise v+ 1 ce qui est absurde donc, le polynéme
X2 - X -1 n’a pas de racines dans Z et par suite, X2 — X — 1 est irréductible sur Z.

De méme, le polynéme X3 — X —1 est irréductible sur Z.

5. Soitoz:ge@avecp/\qzlune racine de 8X32-6X - 1. On a
q

. Gauss
8o —6a—1=0 <= 8p* - 6pg® = ¢* < 8p® =¢*(q+6p) =>p|¢*(¢+6p) = p|g+6p=>p|q

et ceci est absurde car pA g =1. On en déduit que 8X?2 - 6X — 1 est irréductible sur Q.

3(7T) 1 (371') 3 (7[') 1 3 (77)
cos’|=)=-cos|—|+—-cos|—=) ==+ —-cos|—
9 4 9 4 9 8 4 9

donc cos (g) est racine de 8X3 - 6X — 1 et, par suite, cos (g) est irrationnel.

Par linéarisation, on a

Corrigé de I'exercice 35. Soit g € [[1,n]] et wy = e27/4. On a
: k k 2ikm/q k o
wq est racine de X" -1 <= w =1 < e =1 — 56Z<:>qd1v1sek.
Donc le facteur (X —w,) apparait «y fois pour chaque k € [1,n]] tel que ¢ divise k. Ainsi, La multiplicité de wy
n
en tant que racine de P vaut Z Q.

k=1
qlk

Corrigé de I'exercice 36. Soit P € C[X], degP = n tel que P’ divise P. Notons z1,...,2; les racines de P’ de

multiplicite aq, ..., ag.

k
Ona » a; =n-1. Comme P’ divise P, toute racine de P’ est racine de P : P(z;) = P'(z;) =0, 1 <i < k. Donc
i=1
k
z; est racine de P de multiplicité a; +1 et on a, n > Zai +1=n-1+k et par suite, k <1 c’est-a-dire P’ admet
i=1
une seule racine. On en déduit que P’ = ¢(X — )" ! avec ¢, a € C. Finalement, P = \(X — a)" avec A, a € C.

Réciproquement, les polynémes de la forme ci-dessus est solution.

Corrigé de I'exercice 37. On commence par chercher les racines de P. On a :

1+z\™ , o+ kT
P(z)=0 < ( ) = %™ avec O = ———
1-x
l+xz ;
2 = e?0 avecl<k<m-—1
1-z
eQin -1
— = —F7
ek +1
o0k ik _ =i,
<~ r=————+— reégle de 'arc moitié
elek esz +e—19k
21 sin(@k)
— r=——=
2 cos(6y)

e
<= x =1itanf; qui est bien défini puisque — n’est pas rationnel.
T

m—1

On trouve m racines distinctes pour P polynome de degré m donc P = A H (X —itan Hk) avec \ est le coefficient
k=0

dominant de P. Or A = 1+ (=1)™"1 e Finalement :
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m—1

P=(1+(-1)™*e?™) [T (X —itandy).
k=0
] n-1 )
Corrigé de I'exercice 38. Les racines de X" —1 sont les e?*™/" avec 1 <k <n—1 donc X" -1 = I (X —eQZk“/n) (%).
k=0
k i(z+km/n) _ —i(x+km/n) 2ikm/n _ -2z
On écrit sin (:z: + —W) _C ? _ ¢ — ‘e d’ou, en utilisant les relations
n 2i 24 e~iw gikm/n
n-1 . . . .
o ] (6_2“” — g2kl ”) = e 2% _1 obtenue en remplacant X par e 2 dans (%) et
k=0
. H e’Lkﬂ'/?’L exp MT n(n 1) -n— car nzlk _ ’I’L(TL 1)
=0 n 2
on obtient :

22k7r/n o2z
( etkm/n )

e}

S (21)”6 inT i
n—1
( —2ix _62ik7r/n)
I G D
- (Q,L')nefinw n-1

eikﬂ'/n

(_1)n e—2i7wz -1
- N\ a—inx in—1
(20)me i

_ (=1)"(-2isinnz) sinnz

ong2n-1 on-1 '

sin(nz + 7/2)

Sl car cosx = sin(x + 7/2).

De méme, II, =

Corrigé de I'exercice 39. Si b est une racine de (*), alors
q

anp" + an 1"+ anop" P+ +arpg™ v agg™ =0 (D).
o D’apres (1), ona: a,p™ = —q(an 1P an_op™ g+ .+ a1pg"? +apq” ) On en déduit que ¢ divise a,p".
Comme p et ¢ sont premiers entre eux, par le lemme de Gauss, ¢ divise a,.

o D’apres (1), on a : —p(anp”_1 A 1P 2q + apop" PP+ alqn_l) = agq". On en déduit que p divise

apq”. Comme p et ¢ sont premiers entre eux, par le lemme de Gauss, p divise ao.
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