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Devoir libre N°2 (correction)
a rendre le samedi 11/10/2025.
Partie | : Etude de quelques normes sur M, (K).

1. Soit (4,7) € [1,n]* On a

3 <Dl AllsclBlloo = nllAllss|1 Bl
k=1 k=1

donc [|ABllc = max |[(AB)i;| < nlAlls|Blloo-
1<i,j<n

n
> aigbr| <

k=1

[(AB); ;| =

2. a. On écrit X = Z x; jE; j et on a

1<4,5<n
N(X)=N ( > wz‘,jEz',j) < > |wiIN(E ( > N(E ) 1 X oo
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n
2
b. i. Soit (X,Y) € (M,(K)) . Ona N(X) = N(X - Y +Y) < N(X —Y) + N(Y) donc

NX)-NY)<NX-Y)
et de méme, N(Y) — N(X) < N(X —Y) donc [N(X) — N(Y)| < N(X —Y). Ainsi, la norme N est
1-lipschitzienne donc continue.

ii. La sphére unité S, est fermée bornée donc compact car I'espace M,,(K) est de dimension finie. Par
ailleurs, la fonction norme N est continue sur S, donc par le théoreme des bornes atteintes, NV est
bornée et atteint ses bornes. Ainsi, il existe X € S tel que pour tout X € So, N(Xp) < N(X).

X
iii. Soit X € M,,(K) non nul. On a W € S+ donc par la question précédente,
X N(X)
N(Xo) < N ( ) _
[ Xlloo/ [ Xloo

et par suite, N(Xo)||X||oco < N(X). Ainsi, il existe « = N(Xp) > 0 ( @ > 0 car X est non nul puisque
Xo € Sxo) tel que o X |0 < N(X). De plus, 'inégalité en question est triviale pour X = O,,. D’ou,
il existe a > 0 tel que pour tout X € M,,(K), af X < N(X).

c. D’apres ce qui précede, il existe a, > 0 (avec § = Z N(E;;)) tels que, pour tout X € M,(K),
1<i,5<n

af| Xloo < N(X) < B X]|o

donc les normes ||.|| et N sont équivalentes. Par transitivité, toutes les normes de M,,(K) sont équiva-

lentes.

3. a. D’apres ce qui précede, il existe 8 > 0 tel que N(AB) < B||AB||co < 18| Allo || Bloo-

b. D’aprés ce qui précede, il existe o, 8 > 0 tels que N(AB) < nf||A|loo | Blloc < n%N(A)N(B).

4. a. i. L’appication X € M, 1(K) — AX est linéaire donc continue car I’espace de départ M, ;1(K) est
de dimension finie donc il existe ¢ > 0 tel que, pour tout X € M,,;(K), N(AX) < e¢N(X) c-a-d
que ’ensemble {]\;\;24;(;), X € M, 1(K)\ {O}} qui est, une partie non vide de R, est majorée donc

existe.
ii. Soit A € M, (K). On a {%fg) X € M1 (K)\ {o}} [NV(AX), X € Mya(K), N(X) =1} car
si, y = ]\][\;ég) avec X € M, 1(K) \ {0}, alors y = N (ANA(XX)> = N(AY) avec N(Y) = 1. Donc

14]| = sup {jjv(éf)) X € My (K)\ {o}} < sup { N(AX), X € My (K), N(X) =1},
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Pour l'inégalité inverse, soit X € M,, 1(K) tel que N(X) =1, on a

]jv(ég) : S“p{]jv(é?’ X € Mna(K)\ {0}} = |14]

done sup { N(AX), X € My1(K), N(X) = 1} < [|A||. Dot I'égalité

N(AX) =

|A]| = sup { N(AX), X € My1(K), N(X) =1}.
iii. o Séparation : Soit A € M, (K). On a
Al = 0 = sup { N(AX), X € M1 (K), N(X) =1} =0
— VX € M, (K), N(AX)=0
— VX € M, 1(K), AX = O,

= A=0,,.
o Homogénéité : Soit A € M, (K) et A € K. On a

XA = sup {N(\AX), X € Mn1(K), N(X) =1}
= sup { \[N(AX), X € M,,1(K), N(X) =1}
= \[sup {N(AX), X € M,,1(K), N(X) =1}
= [ALA]-

o Inégalité triangulaire : Soit A, B € M,,(K). On a, pour tout X € M,, ;(K) tel que N(X)=1":

N((A+ B)X) = N(AX + BX)
< N(AX) + N(BX)
< sup {N(AX), X € My1(K), N(X) = 1} +sup { N(BX), X € My1(K), N(X) =1}
= [|All + [|1B]

donc [[A + B|| = sup {N((A+ B)X), X € My 1(K), N(X) =1} < [[A] + | B].
D’ott ||.]| est une norme sur M, (K).
b. Soit X € M,,1(K)\ {0}. On a

N(AX) {N(AX)
< sup
N(X) N(X)
donc N(AX) < [|A||N(X). Si X est nul, 'inégalité est triviale, d’ou

X € Maa (0 (0} = 4]

N(AX) < |A||N(X) pour tout X € M,, 1(K).
c. Soit X € M,,1(K)\ {0}. On a
N(ABX) < [|A[IN(BX) < [|A[| [[B|N(X)

donc N(ABX) < ||A|| || B|| pour tout X € M,,1(K) \ {0}. Par suite,
N(X) 7
N(ABX)
_ < .
48] = sup { S0 X € M)\ {0} < 141 151
Partie Il : Suites de matrices.
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5. Sur l'espace M,, ,(K), toutes les normes sont équivalentes, on choisit la norme ||.||o définie ci-dessus. On a

m——+00
<= max \agm) —a;j| ——0
1<i<n J T m—+oo
1<j<p
= V(i,7) € [L,n] x [L,p], la;;" — ai;l — 0
(m)

<~ VY(i,7) € [1,n] x [L,p], a

6. a. Posons py, = /1 + a—Q. On a

m

1 a/m
1 -~ o cosf,, —sin6

" (f,; 1 ) pm a/m 1 pm (sin 0,  cosOp,

Pm Pm
in 6 _
avec tan 0,, = om a/m X Pm _ & donc 6, = arctan <a> = [W’ W}.
cos O, Pm 1 m m 22

b. On a, pour tout m € N,

m m [€08Om  —sinby, " m [COSMBy  —sinmb,,
An=rp = Pm :

sinm@,, cosmb,,

042 m/2 m a2
Par ailleurs, p! = (1 + ) = exp 5 In (1 4 ) v qet

m2 m2 m——+00
S —,
~aZ/m?
o
mb, = marctan (| — | ———— «
m m—-+00
—_——
~a/m

. cosa —sina
Finalement, A} ——— [ .
m—+00 \sina  COSQ

D’aprés : CNC 2017 MP (extrait).
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