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Devoir maison N°2 (correction)

Equivalence des normes en dimension finie.
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1. Soit z € E. On écrit  dans la base B: z = Za:iei. On a
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Donc il existe 5 > 0 tel que, pour tout =z € E, ||z|| < B2/ co-
I1 reste & montrer qu’il existe o > 0 tel que pour tout =z € E, a|z|e < ||z]  (%).

Partie | : Premiére méthode.
2. Soit (z,y) € E?. On a
[zl = llz —y +yll <z —yll + [yl

donc ||z[| = [ly[| < [z — yl| et, de méme, on on obtient |[y[| — |[z[| < ||z — yl|. Par suite, ||lz[| — [ly[l] < ||lz - y]|

c-a-d la fonction norme ||.|| est 1-lipschitzienne, donc continue.

3. On pose Soo = {2 € E, |z]oo =1}.

4. a. La fonction norme ||.|| est continue et S est un compact car S, est fermé et borné et 'espace E est de
dimension finie, donc par le théoréme des bornes atteintes, la fonction norme ||.|| est bornée et atteint ses
bornes. Par suite, il existe xo € So tel que pour tout z € S, ir}qf Izl = llzol| < ||zl

TESo
x

b. Soit x € E non nul. le vecteur et par suite, ||xo] [|z]lco < ||z

x
€ Se donc |lzg]| < H
1]l oo

]|
Si x = 0, 'inégalité en question est triviale.

Dot il existe a = ||zg|| > 0 tel que pour tout x € E, af|z| < ||z
5. D’aprés ce qui précede, il existe a, § > 0 tels que, pour tout x € E, a||z]s < ||z] < B||z|lcc c-a-d les normes
I|l]lco €t ||.|| sont équivalentes.

Par transitivite, on peut conclure que les toutes les normes sur E sont équivalentes.
Partie Il : Deuxiéme méthode.
6. Supposons (x) n’est pas vraie donc Voo > 0, Iz € E, «afz|co > |-
Pour a = —, n € N*, il existe z,, € F tel que
n

1
—llznlloo > [l2n]]
n

Ty
|Zn lloo
7. La suite (yn)n est bornée car (yn)n € Soo et l'espace E est de dimension finie, donc par le théoréme de

1
Posons alors y,, = de sorte que ||ly,|| < —. On a alors (yn)n € Seo €t ||yn|| — 0.
n n—-+oo

Bolzano-Weierstrass, la suite (yy, ), posséde au moins une valeur d’adhérence y € S .

8. Par la question précédente, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que y,,) T) y. Par continuité
n (o0}
de la norme, ||y, || ——— [|y|| et, par la question 6, ||y, ()l —— 0. Par unicité de la limite, [|y|| =0 et
n—-+4oo n—-+4oo
donc y = 0 ce qui est absurde car y € Sy.

D’ou, il existe a > 0 tel que pour tout x € E, «o||z|s < ||z|| et par suite,
Jo, 5> 0, Vo € E, aflz]e < [l2]| < B2/l

c-a-d les normes ||| €t ||.|| sont équivalentes.

Par transitivite, on peut conclure que les toutes les normes sur E sont équivalentes.

Binyze Mohamed 1/1 FIN


https://supsp%C3%A9.com

