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Devoir maison N23

Dans tout ce probleme, n désigne un entier naturel non nul. On pose alors «,, = L”TQJ + 1.

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

s )

Soit 7 € N* et My, ..., M, une famille de matrices de M,,(C). On suppose que
o Les matrices commutent deux a deux : V(4,j) € [1,7], M;M; = M;M,;.
o T > Q.

Alors la famille My, ..., M, est liée.

Ce résultat est un théoréme de Issai Schur (1875 —1941) démontré en 1905. La preuve élémentaire ci-dessus est

due a Maryam Mirzakhani (1977 — 2017) qui est, a ce jour, la seule femme da avoir re¢u la médaille Fields.
Partie | : Préliminaire.
Soit M, ..., M, une famille de matrices de M,,(C) qui commutent deux a deux.

1. Montrer que si A et B sont deux matrices appartenant & Vect (Mj, ..., M,) alors A et B commutent.

2. Soit @ une matrice inversible de M,,(C). On suppose que (Mj, ..., M,) est une famille libre et on pose pour
tout 7 € [[1,7“]], A, = Q_lMiQ.

Montrer que la famille (41,. .., A,) est libre et que pour tout (i,j) € [1,7]?, A;A; = A;A;.
Partie 1l : Cotrigonalisation.
Soit M; et Ms deux matrices de M,,(C) telles que My My = MoM;.

3. a. Justifier que M; a au moins une valeur propre notée Ap.

b. Montrer que l'espace propre E, (M) = ker(Ai1I, — M) est stable par Ma, c’est-a-dire que pour tout
X € E)\l(Ml), MQX S E>\1(M1)'

c. En déduire qu’il existe un vecteur colonne X non nul qui soit un vecteur propre de M; et de Ma.

d. Montrer qu’il existe une matrice inversible P telle que

P M P =

ol A2 € C et que A1 et As commutent.

4. En utilisant une récurrence sur n, montrer qu’il existe une matrice inversible Q telle que Q' M;Q et Q' M>Q

sont triangulaires supérieures.

On admet dans la suite du probleme que le résultat ci-dessous se généralise a une famille de r matrices commutant

deuzr d deuz.
Partie lll : Cas n = 2.

Dans cette partie, on se place dans le cas ou n = 2. On a alors as = 2.

5. Exhiber deux matrices M; et My de My(C) telles que (M, Ma) soit libre et que My My = MaM.

6. a. Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel de Ms(C) constitué des matrices triangulaires supé-

rieures.
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b. Exhiber deux matrices triangulaires supérieuress de M (C) qui ne commutent pas.

c. En déduire que le théoréme est vrai pour n = 2. Indication : on pourra utiliser le résultat admis dans la

partie II.
Partie IV : Cas général.

On démontre le théoréme par récurrence. Soit n un entier au moins égal & 3. On suppose que le théoreme est
vrai au rang n — 1. On considére alors une famille My, ..., M, de matrices de M,,(C) linéairement indépendantes
qui commutent deux a deux ou 7 > «,, (on raisonne par I'absurde). En utilisant le résultat prouvé a la partie
I1, on sait qu'il existe une matrice inversible @ telle que pour tout i compris entre 1 et r, A; = Q7 'M;Q est

triangulaire supérieure. On notera de plus W l’espace vectoriel engendré par les matrices Ay, ..., A;.

7. On pose pour tout i € [1, 7],

On notera k =rg (Ny,...,N;).
a. Justifier que k < ay—1.

Quitte & permuter les matrices, on peut supposer que Vect (Ny,. .., N,) = Vect (N1,..., Ng).
k
b. Montrer que pour tout ¢ € [1,r], il existe des complexes 31, ..., B;k tels que N; = Z Bi ;i Nj.
j=1
k
c. On pose alors pour i € [k + 1,7], B; = A4; — Z Bi,jA;. Justifier que les matrices B; appartiennent a W

=1
et qu’il existe des vecteurs lignes X; € M ,(C) linéairement indépendants tels que

: Xi
Vie[k+1,r], B = ()
On—l,n

ot, si p, ¢ sont deux entiers naturels non nuls, O, , désigne la matrice nulle de M, ,(C).

8. Justifier qu’il existe aussi un entier £ < a,_1 et des vecteurs colonnes Y; € M, 1(C) pour j € [¢ + 1,7]

linéairement indépendants tels que les matrices C; = ( On-1n ‘ Y; ) appartiennent a W.
9. Montrer que pour i € [k + 1,7] et j € [¢+1,r], X;Y; = 0. Indication : on pourra utiliser la question 1.

10. On considére alors
Xkt+1
D)
T = _+ € Mpn(C) avec p=1r—k.

X

a. Justifier que rg (T") > r — k. Montrer que pour tout j € [¢ +1,7], TY; = 0.

b. En utilisant le théoréme du rang, en déduire que
n>2r—k—4£0>20, — 20,_1.
c. Montrer que cette inégalité est fausse. Indication : on pourra séparer les cas n pair et n impair.

11. Conclure.
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