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Devoir surveillé N°1 (correction)

Probleme 1

Partie | : Questions préliminaires.

Q1. Soit G un groupe et a € G d’ordre fini m.
1. Soit k € N*. On note d = m A k. Il existe m/, k' € N* tels que m = m'd, k =k'd et m' AK =1.

Pour tout £ € Z, on a
(ak)" =

Donc a* est d’ordre m/ =

4

@

<~ a
om
mAk’

S

=€

Gauss
<

= ml|kl <= m |k

m' | L.

2. Dans le groupe additif (Z/nZ,+), on a k = k.1 et T est d’ordre n donc d’apes la question précédente, k est

d’ordre i .
nAk
Q2. Soit (Z,y) € Z/mZ x Z/nZ. On a

(z,y) € U(Z/mZ x Z/nZ)

—
—
—

<~

k,0) € Z/mZ x 7./nZ, (Tk, 7yl

k,0) € Z/mZ x Z/nZ, Th =1 et
(z,y) € U(Z/mZ) x U(Z/nZ)

3(
3(
3(

Ainsi, U(Z/mZ x Z/nZ) = U(Z/mZ) x U(Z/nZ).

Partie Il : Arithmétiques dans I’anneau Z/nZ.

Q3. Soit n un entier > 2.
1. On a

keU(Z/nZ) < FmeZ/nZ, ku=1

<— JuecZ/nZ, ku—1=0
— Iu,v) €Z% kut+nv=1

Bézout

<~ kAn=1

2. On a U(Z/nZ) = {E €Z/nZ, kAn= 1} donc

yl

CardU(Z/nZ) = Card {E €Z/nZ, kAn= 1} = Card &, = ¢(n).

Ainsi, 'ordre du groupe U(Z/nZ) est ¢(n).
3. Si k € Ntel que k An=1alors k € U(Z/nZ) et par suite, B Z T e ko) =

4. Liste des inversibles de 'anneau Z/nZ.

def pgcd(a,b):
while b!=0:
a, b=b, a¥%b
return a

def InvPhi(n):
if n ==
return 1
else:

L = [k for k in range(1,n) if pgcd(n,k)==1]

return L, len(L)

k7)€ Z/mZ x Z/nZ, (z,7).(k,0) = (1,1)
) )

=1

1 [n].
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Q4. Soit p un nombre premier.
1. Comme p est premier alors &, = {1,...,p — 1} donc ¢(p) = p — 1. Par ailleurs, ¢(n) < n — 1 pour tout
n > 2. Ainsi, max ¢(k)=n—1.
0<k<n—1

2. Si k est un entier et p un nombre premier non diviseur de k, alors k Ap = 1 et d’apres le théoreme d’Euler,
k#®) = 1[p]. Or ¢(p) =p — 1, donc kP~1 = 1 [p).

Partie 11l : Calcul de ¢(n).

Q5. Soit 7 un entier > 1.

1. Sik ¢ &ralorskAp" =d>2doncd|ketd|p ie d|ketd=p®avecs>1. On aalorsp®|k et par
suite, p | k.
Inversement, si p | k alors k Ap" >p>2donc kAp" # 1ie k¢ &E.

2. D’apres la question précédente,
kel0,p"—1]\&Er <= plk

0<k<p —1et geN, k=pq
p’“—lJ

O§q<{

I 11

0<g<p'-1

Il y a donc p"~! éléments de [0, p" — 1] qui ne sont pas premiers avec p". D’ott Card ([0, p" — 1]\ &,r) = p" L.

3. Ona: Card[0,p" — 1] = Card ([0, p" — 1] \ &pr) + Card €y donc
@(p") = Card &y = Card [0,p" — 1] — Card ([0,p" — 1]\ &) =p" —p" L.
Q6. Soient m,n deux entiers > 2 premiers entre eux.
1. Soit (@™,0") € U(Z/mZ x Z/nZ). 1l existe (k",€") € Z/mZ x Z/n7Z tel que
@m,o").(k", ") = (1", 17).
D’apres le théoreme des restes chinois, il existe ¢™" € Z/mnZ unique et d" ez /mnZ unique tels que :
Flem) = () = (@5 et @) = @) = £, 7).

Pour conclure, il suffit de vérifier que " € U(Z/mnZ). On a : (@™, c").(k"

%) = (1T, 17). Ainsi,
(I, 1) = fE@™) f(@™) = f(ed™) = (cd”,cd")

. —m =m —n on . . — —m Tmn .
iie.ed =1"et cd = 1". Les entiers m et n sont premiers entre eux, donc ¢™d = 1" et par suite,

™" € U(Z/mnZ). Ainsi, on a montrer que :
V(@m,b") € U(Z/mZ x Z/nZ), 3 e™ € U(Z/mnZ) tel que g(e™") = (@™,b").
Finalement, g est bijective.
2. D’apres la question précédente et la question Q2 :
o(mn) = CardU(Z/mnZ) = CardU(Z/mZ x Z/nZ) = CardU(Z/mZ) x Card U(Z/nZ) = o(m)p(n).

. Soit n est un entier > 2 et n = p{* ... p% la décomposition de n en facteurs premiers. (les p; sont distincts
Q7. Soit n est tier > 2 et @1 por la dé ition d fact iers. (1 t distinct
deux & deux). Les entiers p“, 1 < ¢ < r sont premiers entre eux deux & deux donc d’aprés la question

précédente,

. ion Q5.3 T . _ oL r 1
pn) = o5 p) = [T o) "L [T =) = T 11 (1 - ) =n]] (1 - )
=1 1 3

i=1 =1 i= =
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D’ou p(n) = nﬁ <1 - 1).

i=1 pi

Partie IV : L’identité n = Z o(d).

deDy,
Q8. 1. Soit k€ &;. Ona kAd=1 et d’apres la question Q1. 2, on a SE = %kz est d’ordre Ln Or
—.k
nA d
n dn dn dn
n = = = — = d.
”Ag"“' dnANkn  n(dANk) n

Ainsi, si k € &; alors h(k) € Oy et par suite, h est bien définie.
2. Soit (k,¢) € £3. On a

h(k) = h(l) = %.E: %Z — k=10 = n divise k — (,
Sik#/lalorsn<|k—/¢ mais0<k,¢<d—1donclk—/<d-—1<n-—1letdoncn<|k—¢<n-—1ce
qui est absurde. Ainsi, k = £ et h est injective.
3. Soit £ € Q4. On a d.f = 0 donc il existe k' € N tel que d¢ = k'n. La division euclidienne de k" par d donne

k' =dq+kavec0<k<d-1. Doncﬁznq%—%.k et parsuite,fz%%zh(k).

Il reste & vérifier que k € ;. On a k € [0,d — 1] et £ est d’ordre d. D’aprés la question Q1. 2, d = 7
n
Aussi,

n(dANk)=n(k'Nd) =nk' A\nd=LtdAnd=dnANl)=n
donc d A k = 1. Ainsi, on a montrer que :
VO € Oy, Ik € &y tel que h(k) = L.
Finalement, h est surjective.

4. Sik € O4N Oy alors k est d’ordre d et d’ donc d = d’ puisque l'ordre d’un élément dans un groupe est
unique. Ainsi, les Oy pour d € D,, sont disjoints deux & deux. Aussi, un élément k du groupe Z/nZ est
d’ordre fini d car le groupe Z/nZ est d’ordre fini, et on sait que, dans un groupe, l'ordre d’un éléments
divise d’ordre du groupe donc d € D,, i.e. k € O4. D’olt (Od)

Q9. On a

deD, forme une partition de Z/nZ.

n = CardZ/nZ = Card |J Oy4= Z Card Q4 = Z Card &y = Z o(d).
d€Dn deDy, deDy, deDy,

D’oun = Z o(d).
deDy,

Q10. Les diviseurs de p" sont les p’ pour i allant de 0 & r donc

T T

; tion Q5.3 o a

O ) = ¢() "= T oM+ (0 ) =14y =0 =
i=0 |

donc O(p") =p".

Q11. 1. Soient (di,d2) € Dy, X Dp,. Sidy divise m et dg divise mg, alors dyds divise mims donc dids € Dyyym,

et I'application ¢ est bien définie.

2. Considérons ((d1,dz), (d},d5)) € (Dml,DmQ)2 tel que didy = dyd,. Comme d; divise m; qui est premier
avec mg et diy divise ma, d; est premier avec dy. D’apres le théoréme de Gauss, d; divise d}. De méme d
divise dy donc dy = dj (on ne s’interesse aux diviseurs positifs). On obtient alors do = d, ce qui permet de

conclure que ¢ est injective.
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T
3. Soit d € Dypyym,- On décompose d en un produits de facteurs premiers distincts : d = H p;t. Pour tout
i=1
i € [1,r], p; divise myms et p; est premier donc p; divise m; ou p divise mgy mais p; ne peut pas diviser my

et mo. On peut donc écrire

[1,7] = {Z €[L,r], pil ml}U{i €Ll pil mz} =L UlDL.

=1 =1

I et I, forment une partition de [1,r]. Par conséquent, si on pose d; = H pit et dy = H pit, on a
i€l i€l
(d1,d2) € Dy X Dy, et d = ¢(di, dz2). Ceci nous permet de conclure que ¢ est surjective.

4. On a

O(m1)O(ma) = | Y. w(di) > elda)

dl EDml d2 Esz

= > p(d1)p(dz2)

(d1,d2)€Drm, XDy

= > p(d1da)

(dlde)EIDml XDmg
car my Amg = 1 et donc dy Ady =1 et d’apres la question Q6.2. ¢(dy1)p(da) = ¢(dids).

= Z ©(d) question précedente
d€Dmymy

= O(mimy).

Ainsi, @(ml)@(mg) = @(mlmg).
Q12. Pour n = 1 la relation est vraie. Supposons n > 2, on ecrit la décomposition de n en facteurs premiers
T
distincts : n = H p;*. Les entiers p;*, 1 < i < r sont premiers entre eux deux a deux donc d’apres la question

i=1
précédente,

O(n) = © (Hp?i> = [Jow) ™= Ip =n.
=1 i=1 i=1

Finalement, pour tout entier n > 1, n = Z o(d).
deDy,

Probleme 2
Partie | :

Q1. 1. Onad(zg, H) = in}f{ lxo — y||, donc par la caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une
ye
suite (y")nzo d’éléments de H tels que ||zg — ynl| = d(zo, H).

2. En particulier, la suite ([[zo —ynll), >, est bornée : il existe M > 0 tel que [[xo — ynll < M pour tout n € N.

Par suite :
Vn € N, lynll = llzo — yn — zoll < l|x0 — yull + [[20]| < M + ||z

et la suite (yn)n>0 est bornée. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass en dimension finie (E est de dimension
finie), il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que Yo (n) m ye k.

Aussi, H est le noyau d’une forme linéaire h non nulle sur F, donc h est continue car E est de dimension
finie, donc H = ker h = h=1({0}) est un fermé de E comme image réciproque du fermé {0} par I'application

continue h et par suite, y € H. Ainsi, la suite (yn)n>0 possede une valeur d’adhérence dans H.
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3. On a [[zo — Yyl I d(zo, H) et [[zo — Yol — |xo — y|| donc par unicité de la limite,
o — yl| = d(xo, H) avec y € H.
Ainsi, Ve € E, Jy € H, d(xo, H) = ||zo — |-

Q2. 1. On a kerh = h™1({0}) est un fermé de E comme image réciproque du fermé {0} par l’application

continue h.

2. a. Par hypothése, h n’est pas continue donc VM > 0, 3z € E tel que |h(z)| > M||z||. Pour M =n+1, il

existe x, € E tel que |h(x,)| > (n+1)||z,[|. En particulier, (z,), ., ¢ kerh = H.

Tn,
Posons alors ¢, = ——. On a

h(zy)

1
Jtall <~ done ty 0 et h(ta) =

h(xy)
Ainsi, il existe une suite (t,), -, € EN telle que :

lim t, =0 et h(t,) =1 pour tout n € N.

n—=-oo

b. Pour chaque n on a alors h(t, — to) = h(t,) — h(tp) = 1 — 1 = 0. Par suite, pour chaque n le vecteur
tn — to est dans H ou encore la suite (¢, — to)n>0 est une suite d’éléments de H. Cette suite est de plus
convergente vers —to. Mais le vecteur —tg n’est pas dans H car h(—tg) = —h(tp) = —1 # 0.
En résumé, la suite (¢, — to)n>0 est une suite convergente d-éléments de H dont la limite n’est pas dans
H ce qui montre que H n’est pas fermé. Par contraposition, on a montré que si H est fermé alors h est

continue sur FE.

3. Tout d’abord, 0 € H C H donc H # (). Soient (x,y) € H et A € R. Il existe (z,), € H" et (yn), € HY

telles que x,, — x et y, — y. La suite (z, + Ay,)_est une suite d’éléments de H (car H est un
n——400 n—-+oo n

sev de E) et converge vers x + \y, donc x + \y € H. Par suite, H est un sev de E.
4. Soient H un hyperplan de E puis h une forme linéaire non nulle telle que H = ker h.
e Si h est continue sur F, alors H est fermé et donc H = H.
o Si h n’est pas continue, H est un sev de E contenant strictement ’hyperplan H. Soit a € H\ H. On a
E=H®®Vect(a) CH®H CH
donc H = E.

Partie Il :

Q3. Soit zg € F fixé.

1. Pour tout y € H, on a

[h(xo)| = [h(x0) — h(y)| = [h(xo — y)| <[[| B[] lzo — yll

|h(@o)|
donce ||z — y||>
[ Al
L . L |h(zo)| . , N
2. D’aprés la question précédente, T est un minorant de I'ensemble < ||zg — y||, v € H ¢ donc
: |h(zo)]
d(zo, H) = inf ||zo — y||>
veH iy
h
Ainsi, d(zo, H) > |H|(;:O|T||
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3. Par la caractérisation séquentielle de la borne inférieure,

d(zo,H) =0 <= F(yn)n € HY |lzo — yn]|—— 0

n—-+oo

— El(yn)n € HNa Yn ———— 20
n—-+o0o

= z9€H

<= x9 € H car H est fermé puisque h est continue

donc d(zg,H) =0 <= x0€ H.

Q4. On considére dans cette question xo ¢ H.

|A(2)]

1. Puisque ||| h |||= sup Tl par la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe une suite
z#0 ||T
(wn)n>0 d’éléments de E \ {0} vérifiant :

I Alll= lim

2. Soit n € N. Puisque g € E\ H, on a E = H @ Vect (zg) donc il existe un réel A\, et un vecteur y, de H
tel que : w, = Anxo + Yn.-

3. L’inégalité est vraie si w, € H. Sinon, A, est non nul et donc

bl _ hazo)l Al o)l [h(ao)
ool ™ Moot ]~ Moo+l ~ [y L,

1
o + 3 Yn > d(xg, H) > 0. Finalement,

n

1
et puisque )\—yn € H,on a

h(wa)| _ |h(zo)]
Tl = (o, H)'

Q5. Soit g € E.
o Sixg € H, le résultat est valable puisque d’apres la question @3.3, on a d(zg, H) = h(xzg) = 0.

o Sizg ¢ H alors, quand n tend vers +oo dans I'inégalité précédente et d’apres la question 4.1, on obtient

|A(z0)] (o) . h(zo)l 1,
|| 2 |||< ———=~ ou encore d(zg, H) < donc (question @3.2) d(xo, H) = . D’ou :
d(xo, H) Izl [ A1

h
Vo €, drn, ) = ey
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