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Q1.

1.

~ W

Devoir de controle N°2

Répondez par V (vrai) ou par F (faux) aux affirmations suivantes.

Dans un evn, toute suite convergente possede une unique valeur d’adhérence.

. Dans un evn, toute suite possede une unique valeur d’adhérence est convergente.
. Toute suite bornée de réels ou de complexes posséde une unique valeur d’adhérence.

. Une intersection quelconque d’ouverts est un ouvert.

5. Une intersection quelconque de fermés est un fermé.

10.
11.
12,
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

Q2.

. Une partie ne peut pas étre a la fois ouverte et fermée.
. Une partie est ouverte ou fermée.
. [0, 1] est un ouvert relatif a R.

. Toute application continue est uniformément continue.

Toute application continue sur un compact est uniformément continue.

Toute application linéaire sur un evn est continue

Tout compact est fermée et bornée.

En dimension finie, les boules fermées sont compacts.

Une partie fermée et bornée est compacte.

En dimension finie, toute suite bornée posseéde au moins une valeur d’adhérence.

Une suite est convergente si, et seulement si, elle admet une unique valeur d’adhérence.
Toute partie étoilée est connexe par arcs.

Toute partie convexe est connexe par arcs.

Toute partie connexe par arcs est convexe.

Toute partie qui possede deux composantes connexes par arcs est connexe par arcs.

On pose E = C%([0,1],R). Pour f € E, on définit :

1 1 1
AMﬁ=AU@MuN%ﬂﬂﬂW+AVWMtAMthW+U@WﬁAW%Mt

. Montrer que N5 est une norme sur FE.
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2. Montrer que N3 est une norme sur F.

4. Prouver que, deux a deux, ces normes ne sont pas équivalentes.

Indication : on pourra considérer la suite (f,) € E" définie par f,(t) = t".
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t€[0,a]
1
1. On pose, pour t € [0,a], fn(t) Ztk (neN) et f(t)= T—3 Montrer que, pour tout n € N,
an—i—l
Noo(fn_f) S 1—a

3. On note F lespace vectoriel des fonctions polyndmes sur [0,a]. F est-il un fermé de (E, N) ? justifier votre

réponse.

Q4. On muni R? par la norme |[(z,y)|2 = 22 + y2. Soit A = {(x,y) cR% 2z = —y} et b = (0,-1) € R2

1
Montrer que d(b, A) =
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1
2

Q5. SoitaeRet A=1]0 neN
0

converge.

R2.

Q7. Soit I un intervalle de R et f : I — R dérivable.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour quelle soit lipschitzienne.
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Q9. On pose X = {M € M,(R), M?~ MT=1,}.
1. Justifier soigneusement que les applications :
o v1: Mp(R) — M,(R), Ar— AT;
o w3: Mp(R) — M,(R) x M, (R), A— (A, A);
o v3: Mu(R) x M,(R) — M,(R), (A,B) — AB;
sont continues.

Q10. Soient (£, |.||) un evn et K un compact de E.
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1. Soit a € E. Montrer que 'application f, : E — R,  — ||z — al| est 1-Lipschitzienne sur FE.

Q11. Soient A, B € M, (K). Justifier soigneusement 1’égalité : klim AMB=A (k lim Mk) B.

—+00

Q12. On désigne par [|.||2 la norme susuelle sur M,,(K) définie par :

lAll = | D laig? o A= (aiy),, ., € Mn(K).

i,j=1

1. Montrer que, pour tout A dans M, (K), |Tr(A4)| < v/n|lA]2.

n 2 n
Indication : on pourra utiliser I'inégalité : ¥n € N*, V(ay,..., o) € R, (Z ai> <n Z a?.
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Q13. Soit ||.|| une norme sur M, (K). Prouver :

Sk € Ry, (4, B) € Mu(K), |AB| < k|| A] |B].

Q15. Soient E un evn de dimension finie, K un compact de E et A un scalaire non nul.

Montrer que X\.K est un compact de E. (on rappelle que A.K = {\.z, z € K})
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Q16. Soient £ =C°([0,1],R) muni de la norme ||.|z2et ¢ : E — R

1. Montrer que ¢ est linéaire et continue.

........................ IR
2. Montrer que ||| ¢ |||= §(e2—1).

cos —sinf

sinf cosf

Q17. Montrer que ’ensemble A = { ( ) , B¢ R} est connexe par arcs.
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