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Somme de sous-espaces vectoriels
Dans ce chapitre et sauf mentionné, la notation K désigne un sous-corps
de C et E un espace vectoriel sur K.

Définition 1.1 (somme et somme directe d’une famille finie de sev).

1 On appelle somme des sev F1, . . . , Fr de E, l’ensemble notée
r

∑
i=1

Fi

définie par :
r

∑
i=1

Fi
déf= {x ∈ E, x =

r

∑
i=1

xi où (x1, . . . , xr) ∈ F1 × . . . × Fr} .

2 On dit que les sev F1, . . . , Fr de E sont en somme directe et on

note
r

∑
i=1

Fi =
r

⊕
i=1

Fi si :

∀(x1, . . . , xr) ∈ F1 × . . . × Fr,
r

∑
i=1

xi = 0 Ô⇒ ∀i ∈ [[1, r]], xi = 0 .
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+
x ∈

r

⊕
i=1

Fi ⇐⇒ ∃!(x1, . . . , xr) ∈ F1 × . . . × Fr, x =
r

∑
i=1

xi. (La

décomposition dans
r

⊕
i=1

Fi est unique)

Proposition 1.1 (somme de sous-espaces et familles de vecteurs).
Soient F1, . . . , Fr des sev de E et Ei une famille de vecteurs de
Fi, 1 ≤ i ≤ r.

1 Si, chaque Ei est génératrice de Fi, alors
r

⋃
i=1
Ei est génératrice de

r

∑
i=1

Fi.

2 Supposons que la somme
r

∑
i=1

Fi est directe.

● Si, chaque Ei est libre, alors
r

⋃
i=1
Ei est libre dans

r

⊕
i=1

Fi.

● Si, chaque Ei est une base de Fi, alors
r

⋃
i=1
Ei est une base de

r

⊕
i=1

Fi.
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Définition 1.2 (base adaptée à une décomposition en somme directe).
Soient F1, . . . , Fr des sev de E de dimension finie et Bi une base de
Fi, 1 ≤ i ≤ r. La famille B =

r

⋃
i=1
Bi est une base (la réunion étant ordonnée)

de
r

⊕
i=1

Fi dite base adaptée à la décomposition
r

⊕
i=1

Fi.

Proposition 1.2 (caractérisation d’une somme directe).

Soient F1, . . . , Fr des sev de E. La somme
r

∑
i=1

Fi est directe1 si, et

seulement si, ∀j ∈ [[1, r]], Fj ⋂(
r

∑
i=1
i≠j

Fi) = {0E}.

1Lorsque r ≥ 3, on peut avoir
r

⋂
i=1

Fi = {0} ou Fi ∩ Fj = {0} pour tout i ≠ j

sans que la somme
r

∑
i=1

Fi soit directe.
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Théorème 1.1 (caractérisation des sommes directes en dimension finie).
Soient F1, . . . , Fr des sev de dimension finie. On a

dim(
r

∑
i=1

Fi) ≤
r

∑
i=1

dim Fi ,

avec égalité si, et seulement si, la somme est directe.

Définition 1.3 (sev supplémentaires).
On dit que les sev F1, . . . , Fr de E sont supplémentaires dans E lorsque

E =
r

⊕
i=1

Fi .
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Cas de la somme de deux sev : rappel MPSI

+ 1 Lorsque E est de dimension quelconque.

E = F1 ⊕ F2 ⇐⇒ { ∀x ∈ E, ∃!(x1, x2) ∈ F1 × F2
tel que x = x1 + x2

⇐⇒ { E = F1 + F2
F1 ∩ F2 = {0}

2 Supposons E de dimension finie et soient B1 (resp. B2)
une base de F1 (resp. de F2). On a :

E = F1 ⊕ F2 ⇐⇒ { E = F1 + F2
dim F1 + dim F2 = dim E

⇐⇒ { F1 ∩ F2 = {0}
dim F1 + dim F2 = dim E

⇐⇒ B1 ∪ B2 base de E

.
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Proposition 1.3 (projecteurs associés à une décomposition de l’espace).

Soit F1, . . . , Fr des sev de E tels que E =
r

⊕
i=1

Fi. Posons, pour

j ∈ [[1, r]], Ej =
r

⊕
i=1
i≠j

Fi.

1 Pour tout j ∈ [[1, r]], E = Fj⊕Ej .
2 Si pj est la projection sur Fj parallèlement à Ej , on a :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pi ○ pj = 0 pour tout i ≠ j
pi ○ pi = pi pour tout i ∈ [[1, r]]
r

∑
i=1

pi = IdE

.

Les pi, 1 ≤ i ≤ r sont appelés les projecteurs associés à la somme directe
E =

r

⊕
i=1

Fi.
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Théorème 1.2 (somme directe d’applications linéaires).

Soient F1, . . . , Fr des sev de E tels que E =
r

⊕
i=1

Fi et pour tout
i ∈ [[1, r]], ui ∈ L(Fi, F ). Alors il existe une et une seule application
u ∈ L(E, F ) telle que

u∣Fi
= ui pour tout i ∈ [[1, r]] .

�
Si E =

r

⊕
i=1

Fi, alors IdE est l’unique application linéaire de E dans
E dont la restriction à chaque Fi est pi.
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Matrices définies par blocs

Soient :
● (n, p) ∈ (N∗)2, (n1, . . . , nr) ∈ (N∗)r, (p1, . . . , ps) ∈ (N∗)s tels que

r

∑
i=1

ni = n et
s

∑
j=1

pj = p.

● (n′, p′) ∈ (N∗)2, (n′1, . . . , n′r′) ∈ (N∗)r
′
, (p′1, . . . , p′s′) ∈ (N∗)s

′ tels que
r′

∑
i=1

n′i = n′ et
s′

∑
j=1

p′j = p′.
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Définition 1.4 (matrice par blocs).
1 Une matrice A ∈ Mn,p(K) est écrite par blocs lorsque

A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

A1,1 A1,2 . . . A1,s

A2,1 A2,2 . . . A2,s

⋮ ⋮ ⋮
Ar,1 Ar,2 . . . Ar,s

⎞
⎟⎟⎟
⎠

avec Ai,j ∈ Mni,pj(K) pour tout (i, j) ∈ [[1, r]] × [[1, s]].
2 Une matrice carrée A ∈ Mn(K) est écrite par blocs lorsque

A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

A1,1 A1,2 . . . A1,r

A2,1 A2,2 . . . A2,r

⋮ ⋮ ⋮
Ar,1 Ar,2 . . . Ar,r

⎞
⎟⎟⎟
⎠

avec
● Ai,j ∈ Mni,nj(K) pour tout (i, j) ∈ [[1, r]]2.
● Les blocs diagonaux Ai,i sont des matrices carrées : Ai,i ∈ Mni(K)

pour tout i ∈ [[1, r]].
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Interprétation géométrique des blocs

+
Si A ∈ Mn,p(K), on peut considérer que A représente une appli-
cation linéaire de E (espace de dimension p) dans F (espace de
dimension n) relativement à deux bases B et C adaptées à deux
décompositions en somme directe E =

p

⊕
j=1

Ej et E =
n

⊕
i=1

Fi.

Proposition 1.4 (combinaison linéaire).
Soient λ ∈ K et A, B ∈ Mn,p(K) décomposées en blocs :

A = (Ai,j)1≤i≤r
1≤j≤s

et B = (Bi,j)1≤i≤r
1≤j≤s

où Ai,j , Bi,j ∈ Mni,pj(K) (même découpage). Alors λ.A +B admet la
décomposition par blocs (avec même découpage) :

λ.A +B = (λ.Ai,j +Bi,j)1≤i≤r
1≤j≤s

.
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Proposition 1.5 (produit par blocs).
Soit A ∈ Mn,p(K), B ∈ Mp,q(K) décomposées en blocs :

A = (Ai,j)1≤i≤r
1≤j≤s

et B = (Bi,j)1≤i≤r′
1≤j≤s′

où r′ = s et (n′1, . . . , n′r′) = (p1, . . . , ps). Alors AB admet la décomposition
en blocs :

AB = (Ci,j) 1≤i≤r
1≤j≤s′

avec Ci,j =
r′

∑
k=1

Ai,kBk,j .
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�
Soient (a, b) ∈ K2, C1, C2 ∈ Mn,1(K), L ∈ M1,n(K), A, B, C, D ∈
Mn(K).

● (a L)( b
C1
) = (ab +LC1) ∈M1(K). (scalaire)

● ( b
C1
)(a L) = ( ba bL

aC1 C1L
) ∈Mn+1(K).

● (A B
C D

)(C1
C2
) = (AC1 +BC2

CC1 +DC2
) ∈M2n,1(K).
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Proposition 1.6 (transposition par blocs).
Soit A ∈ Mn,p(K) décomposée en blocs : A = (Ai,j)1≤i≤r

1≤j≤s
. Alors

A⊺ =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

A1,1 A1,2 . . . A1,s

A2,1 A2,2 . . . A2,s

⋮ ⋮ ⋮
Ar,1 Ar,2 . . . Ar,s

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⊺

=

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

A⊺1,1 A⊺2,1 . . . A⊺r,1
A⊺1,2 A⊺2,2 . . . A⊺r,2
⋮ ⋮ ⋮

A⊺1,s A⊺2,s . . . A⊺r,s

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

∈Mp,n(K).
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Proposition 1.7 (matrice triangulaire par blocs).
Une matrice carrée A ∈ Mn(K) est dite triangulaire supérieure par
blocs lorsque1

A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

A1 ⋆ . . . ⋆
0 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋆
0 . . . 0 Ar

⎞
⎟⎟⎟
⎠

où les blocs diagonaux Ai sont des matrices carrées : Ai ∈ Mni(K) pour
tout i ∈ [[1, r]]. De plus :

1 ∀k ∈ N∗, Ak =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

Ak
1 ⋆′ . . . ⋆′

0 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋆′
0 . . . 0 Ak

r

⎞
⎟⎟⎟
⎠

.

1Définition analogue pour une une triangulaire inférieure par blocs.
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2 A ∈ GLn(K) ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, r]], Ai ∈ GLni(K).
3 Si A ∈ GLn(K), alors

A−1 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

A−1
1 ∗ . . . ∗
0 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ∗
0 . . . 0 A−1

r

⎞
⎟⎟⎟
⎠

.

4 det A =
r

∏
i=1

det Ai.
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Proposition 1.8 (matrice diagonale par blocs).
Une matrice carrée A ∈ Mn(K) est dite diagonale par blocs lorsque

A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

A1 0 . . . 0
0 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 . . . 0 Ar

⎞
⎟⎟⎟
⎠

et on note A = diag (A1, . . . , Ar) où les blocs diagonaux Ai sont des
matrices carrées : Ai ∈ Mni(K) pour tout i ∈ [[1, r]]. De plus :

1 ∀k ∈ N∗, Ak = diag (Ak
1, . . . , Ak

r).
2 A ∈ GLn(K) ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, r]], Ai ∈ GLni(K).

3 det A =
r

∏
i=1

det Ai.

4 Si A ∈ GLn(K), alors A−1 = diag (A−1
1 , . . . , A−1

r ).
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Définition 1.5 (transvections par blocs).
Soit A ∈ Mn,p(K) décomposée par blocs : A = (Ai,j)1≤i≤r

1≤j≤s
.

1 Soit (i, j) ∈ [[1, r]]2 tel que i ≠ j. Pour toute M ∈ Mni,nj ,
l’opération, codée Li ←Ð Li +MLj , est valide et appelée une
transvection par blocs sur les lignes.

2 Soit (i, j) ∈ [[1, s]]2 tel que i ≠ j. Pour toute M ∈ Mpj ,pi , l’opération,
codée Ci ←Ð Ci +CjM , est valide et appelée une transvection par
blocs sur les colonnes.

Invariance du déterminant par des transvections par blocs

+
Comme les transvections par blocs sont en fait des transvections
simultanées sur les lignes ou sur les colonnes, lorsqu’elles portent
sur une matrice carrée, les transvections par blocs conservent
le déterminant de cette matrice carrée.
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�
Soient A ∈ Mn1(K), B ∈ Mn1,n2(K) et C ∈ Mn2,n1(K). En

appliquant l’opération L1 ←Ð L1 −BL2, on passe de (A B
C In2

)

à (A −BC On1,n2

C In2
) et donc

det(A B
C In2

) = det(A −BC On1,n2

C In2
)

= det(A −BC)det(In2)
= det(A −BC)
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Sous-espaces stables

Soit u ∈ L(E) et F un sous-espace de E.

Définition 2.1 (sous-espace stable).

On dit que F est stable par u si u(F ) ⊂ F c-à-d : ∀x ∈ F, u(x) ∈ F .

Proposition 2.1 (opérations).
L’intersection (resp. la somme) de sous-espaces stables par u est stable
par u.

Théorème 2.1 (stabilité du noyau et l’image).

Si (u, v) ∈ (L(E))2 tel que uv = vu, alors ker u et Im u sont stables par v.
En particulier, ker u et Im u sont stables par u.
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Définition 2.2 (endomorphisme induit).
Lorsque F est stable par u, on appelle endomorphisme induit par u sur
F l’endomorphisme uF ∈ L(F ) défini par1 :

∀x ∈ F, uF (x) = u(x) .

1On distinguera soigneusement l’endomorphisme induit uF , qui est un
endomorphisme F vers F , de la restriction u∣F qui est une application linéaire
de F vers E.

Proposition 2.2 (opérations).

Soit (u, v) ∈ (L(E))2. Si F est stable par u et v alors, pour tout
λ ∈ K, F est stable par λu, u + v et u ○ v. De plus :

(λu)F = λuF , (u + v)F = uF + vF et (u ○ v)F = uF ○ vF .
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+
L’ensemble A = {u ∈ L(F ), u(F ) ⊂ F} des endomorphismes
stabilisant F est une sous-algèbre de L(E) et l’application φ ∶
A Ð→ L(F ) définie par φ(u) = uF est un morphisme d’algèbres.

Théorème 2.2 (version matricielle de la stabilité).
Supposons E est de dimension finie et soit BF = (e1, . . . , ep) une base de
F complétée en une base B = (e1, . . . , ep, ep+1, . . . , en) de E. On a
équivalence entre :

1 F est stable par u;

2 Mat B(u) = (
A B
O C

) avec A =Mat BF
(uF ) ∈ Mp(K) où p = dim F .
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Corollaire 2.1 (cas d’une décomposition de l’espace).

Supposons E de dimension finie et E =
r

⊕
i=1

Fi tel que chaque sous-espace
Fi est stable par u. Soit B une base de E adaptée à cette décomposition.
On a équivalence entre :

1 ∀i ∈ [[1, r]], Fi est stable par u;
2 Mat B(u) = diag (A1, . . . , Ar) avec Ai =Mat BFi

(uFi) ∈ Mαi(K) où
αi = dim Fi pour i ∈ [[1, r]].

�
Soit E = Mn(R) et u ∈ L(E) définie par u(M) = M⊺. On a
E = Sn(R) ⊕An(R).
● Les sev Sn(R) et An(R) sont stables par u. De plus

uSn(R) = IdSn(R) et uAn(R) = −IdAn(R).
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� ● Dans une base B adaptée à la somme directe
E = Sn(R) ⊕An(R), on a

Mat B(u) =
⎛
⎝

I n(n+1)
2

O
O −I n(n−1)

2

⎞
⎠
∈Mn2(R)

avec dim (Sn(R)) = n(n+1)
2 et dim (An(R)) = n(n−1)

2 .
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Éléments propres

Soit u ∈ L(E) et A ∈ Mn(K).

Définition 2.3 (vecteur propre, valeur propre et sous-espace propre).
1 On dit que λ ∈ K est valeur propre de u si :

∃x ∈ E ∖ {0E}, u(x) = λx .

2 On dit que x ∈ E est vecteur propre de u associé à la valeur propre
λ ∈ K si :

x ≠ 0E et u(x) = λx .
3 Si λ ∈ K est valeur propre de u, le sous-espace propre de u associé

à la valeur propre λ est :

Eλ(u)
déf= ker(λIdE − u) .
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Définition 2.4 (vecteur propre, valeur propre et sous-espace propre).
1 On dit que λ ∈ K est valeur propre de A si :

∃X ∈ Mn,1(K) ∖ {0}, AX = λX .

2 On dit que X ∈ Mn,1(K) est vecteur propre de A associé à la
valeur propre λ ∈ K si :

X ≠ 0 et AX = λX .
3 Si λ ∈ K est valeur propre de A, le sous-espace propre de A associé

à la valeur propre λ est :

Eλ(A)
déf= ker(λIn −A) .
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� 1 Si u ∈ L(E) est une homothétie de rapport λ alors λ est
l’unique valeur propre de u et Eλ(u) = E.

2 Soit u l’endomorphisme de dérivation sur C∞(R,R). Tout
réel est valeur propre de u et, pour tout
λ ∈ R, Eλ(u) = Vect(tz→ eλt).

Définition 2.5 (spectre).
1 Si E de dimension finie, on appelle spectre de u l’ensemble

Sp (u) déf= {λ ∈ K, λ valeur propre de u} .

2 On appelle spectre de A l’ensemble

Sp (A) déf= {λ ∈ K, λ valeur propre de A} .
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+ 1 Si E est de dimension finie, on a :
λ ∈ Sp (u) ⇐⇒ λIdE − u non injectif

⇐⇒ λIdE − u ∉ GL(E)

En particulier : 0 ∈ Sp (u) ⇐⇒ u ∉ GL(E) .
2 De même, on a :

λ ∈ Sp (A) ⇐⇒ ker(λIn −A) ≠ {0}
⇐⇒ λIn −A ∉ GLn(K).

En particulier : 0 ∈ Sp (A) ⇐⇒ A ∉ GLn(K) .

3 Soit uA ∈ L(Mn,1(K)) l’endomorphisme
canoniquement associé à A :

uA ∶ Mn,1(K) Ð→ Mn,1(K)
X z→ AX

.

Alors les éléments propres de A sont respectivement les
éléments propres de uA.
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Propriétés des sous-espaces propres

Soit u ∈ L(E) et A ∈ Mn(K).

Proposition 2.3 (stabilité).

Si (u, v) ∈ (L(E))2 tel que uv = vu, alors les sous-espaces propres de l’un
sont stables par l’autre. En particulier, les sous-espaces propres de u sont
stables par u et

uEλ(u) = λIdEλ(u)

pour toute valeur propre λ de u.

Théorème 2.3 (somme directe des sous-espaces propres).
Si λ1, . . . , λp sont des valeurs propres deux à deux distinctes de u, alors les
sous-espaces propres associés Eλ1(u), . . . , Eλp(u) sont en somme directe.
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Corollaire 2.2 (liberté d’une famille de vecteurs propres).
Toute famille de vecteurs propres associés à des valeurs propres deux à
deux distinctes est libre.

�
La famille de fonctions (eλ)λ∈R de l’espace C∞(R,R) définie par

∀t ∈ R, eλ(t) = eλt

est libre.
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Corollaire 2.3.
1 Si E est de dimension finie et λ1, . . . , λp sont les valeurs propres deux

à deux distinctes de u alors1

p

∑
k=1

dim Eλk
(u) ≤ dim E

2 Si λ1, . . . , λp sont les valeurs propres deux à deux distinctes de A alors
p

∑
k=1

dim Eλk
(A) ≤ n

1u (resp. A) a au plus dim E (resp. n) valeurs propres distinctes.
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Polynôme caractéristique

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗.

Soit A ∈ Mn(K) et u ∈ L(E).

Définition 3.1 (polynôme caractéristique).
1 Le polynôme caractéristique de A, noté χA, est donné par

χA(X) = det(XIn −A) .

2 Le polynôme caractéristique de u, noté χu, est donné par1

χu(X) = det(XIdE − u) .

1χu est le polynôme caractéristique de toute matrice représentant u.
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Théorème 3.1 (expression du polynôme caractéristique).
1 χA est un polynôme unitaire de degré n vérifiant

χA =Xn −Tr (A)Xn−1 + . . . + (−1)n det(A) .
2 χu est un polynôme unitaire de degré n = dim E vérifiant

χu =Xn −Tr (u)Xn−1 + . . . + (−1)n det(u) .

�
Si A ∈ M2(K) alors χA =X2 −Tr (A)X + det(A).
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Théorème 3.2 (polynôme caractéristique et valeurs propres).

1 Sp (u) = {λ ∈ K, λ racine de χu} .

2 Sp (A) = {λ ∈ K, λ racine de χA} .

+ 1 Si E est un C-ev, alors u a au moins une valeur propre
complexe.

2 Si A ∈ Mn(C), alors A a au moins une valeur propre
complexe.

M. BINYZE (https://supspé.com) Réduction des endomorphismes et des matrices carrées 2025-2026 38 / 80

https://supsp%C3%A9.com


Proposition 3.1 (valeurs propres d’une matrice réelle).
Soit A ∈ Mn(R). Les valeurs propres complexes de A sont deux à deux
conjuguées. De plus

X ∈ Eλ(A) ⇐⇒ X ∈ Eλ(A) et dim Eλ(A) = dim Eλ(A) .

Proposition 3.2 (changement de corps).
Soit L un sous-corps de K et A ∈ Mn(L).

Sp L(A) ⊂ SpK(A) .
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�
Soit θ ∈ R ∖ {πZ} et Rθ =

⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

⎞
⎟
⎠

. On a :

χRθ
= (X − 1)(X2 − 2 cos θX + 1)

donc χRθ
= (X − 1)(X − eiθ)(X − e−iθ) et

SpC(Rθ) = {1, eiθ, e−iθ }, SpR(Rθ) = {1}.

Proposition 3.3 (polynôme caractéristique de l’endomorphisme induit).
Soit F un sous-espace de E stable par u. Alors χuF

divise χu. En
particulier,

Sp (uF ) ⊂ Sp (u) .
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Ordre de multiplicité d’une valeur propre

Soit A ∈ Mn(K) et u ∈ L(E).

Définition 3.2 (ordre de multiplicité).
On appelle ordre de multiplicité d’une valeur propre λ de u (resp. de A),
son ordre de multiplicité en tant que racine de χu (resp. de χA). On la
note mλ(u) (resp. mλ(A)).
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Proposition 3.4 (somme des ordres de multiplicité).
1 En général, on a :

∑
λ∈Sp (u)

mλ(u) ≤ dim E

avec égalité si, et seulement si, χu est scindé sur K.
2 En général, on a :

∑
λ∈Sp (A)

mλ(A) ≤ n

avec égalité si, et seulement si, χA est scindé sur K.

+ 1 Si E est un C-ev, alors u admet exactement dim E valeurs
propres comptées avec multiplicité.

2 Si A ∈ Mn(C), alors A admet exactement n valeurs
propres comptées avec multiplicité.
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Proposition 3.5 (encadrement de la dimension d’un espace propre).
1 Pour tout λ ∈ Sp (u),

1 ≤ dim Eλ(u) ≤mλ(u) .

2 Pour tout λ ∈ Sp (A),

1 ≤ dim Eλ(A) ≤mλ(A) .

Corollaire 3.1 (cas d’une valeur propre simple).
Si λ est une valeur propre simple, alors le sous-espace propre associé est de
dimension 1.
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Proposition 3.6 (somme et produit des valeurs propres).
1 Si χu est scindé sur K, alors

Tr (u) = ∑
λ∈Sp (u)

mλ(u).λ et det(u) = ∏
λ∈Sp (u)

λmλ(u)

2 Si χA est scindé sur K, alors

Tr (A) = ∑
λ∈Sp (A)

mλ(A).λ et det(A) = ∏
λ∈Sp (A)

λmλ(A)

+
La trace et le déterminant d’une matrice réelle sont la somme
et le produit de ses valeurs propres complexes comptées avec
multiplicité.
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Diagonalisabilité

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, A ∈ Mn(K) et
u ∈ L(E).

Définition 4.1 (endomorphisme et matrice diagonalisable).
1 On dit que u est diagonalisable s’il existe une base B de E telle que

MatB(u) est diagonale1.
2 On dit que A est diagonalisable2 s’il existe D ∈ Mn(K) diagonale et

P ∈ GLn(K) telles que A = PDP−1.
1La base B est appelée base de diagonalisation de u.
2A est diagonalisable si, et seulement si, uA est diagonalisable.

Proposition 4.1.
Une base de diagonalisation de u est une base de E formée de vecteurs
propres de u.
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�
Toute homothétie est diagonalisable et n’importe quelle base de
E est une base de diagonalisation.

Théorème 4.1 (condition suffisante de diagonalisabilité).
Si χu (resp. χA) est scindé à racines simples, alors1 u (resp. A) est
diagonalisable et les sous-espaces propres de u (resp. de A) sont tous des
droites vectorielles.

1La réciproque est fausse : A = diag(1, 1, 2) est diagonalisable car diagonale
pourtant A admet deux valeurs propres distinctes.

�
Une matrice triangulaire à coefficients diagonaux deux à deux
distincts est assurément diagonalisable.
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Théorème 4.2 (CNS de diagonalisabilité).
On a équivalence entre :

1 u diagonalisable sur K;
2 E = ⊕

λ∈Sp (u)
Eλ(u);

3 dim E = ∑
λ∈Sp (u)

dim Eλ(u);

4 χu est scindé sur K et dim Eλ(u) =mλ(u) pour tout λ ∈ Sp (u).

Théorème 4.3 (CNS de diagonalisabilité).
On a équivalence entre :

1 A diagonalisable sur K;
2 Mn,1(K) = ⊕

λ∈Sp (A)
Eλ(A);

3 n = ∑
λ∈Sp (A)

dim Eλ(A);

4 χA est scindé sur K et dim Eλ(A) =mλ(A) pour tout λ ∈ Sp (A).
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�
Soit A =

⎛
⎜
⎝

2 −1 1
−1 2 −1
−1 1 0

⎞
⎟
⎠

. On a :

χA(X) = det(XI3 −A)

=
RRRRRRRRRRRRRR

X − 2 1 −1
1 X − 2 1
1 −1 X

RRRRRRRRRRRRRR

=
RRRRRRRRRRRRRR

X − 1 0 −1
X − 1 X − 1 1

0 X − 1 X

RRRRRRRRRRRRRR

C1←ÐC1+C2

C2←ÐC2+C3

= (X − 1)2
RRRRRRRRRRRRRR

1 0 −1
1 1 1
0 1 X

RRRRRRRRRRRRRR

= (X − 1)2
RRRRRRRRRRRRRR

1 0 −1
0 1 2
0 1 X

RRRRRRRRRRRRRR
L2←ÐL2−L1

= (X − 1)2(X − 2).(développement suivant la première colonne).
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�
Donc χA est scindé sur R et Sp(A) = {1, 2}. Cherchons les sous-
espaces propres.

X =
⎛
⎜
⎝

x
y
z

⎞
⎟
⎠
∈ E1(A) ⇐⇒ AX =X

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

2x − y + z = x

−x + 2y − z = y

−x + y = z

⇐⇒ x − y + z = 0.

Donc X =
⎛
⎜
⎝

y − z
y
z

⎞
⎟
⎠
= y
⎛
⎜
⎝

1
1
0

⎞
⎟
⎠
+ z
⎛
⎜
⎝

−1
0
1

⎞
⎟
⎠

. Par suite,

E1(A) = Vect
⎛
⎜
⎝

⎛
⎜
⎝

1
1
0

⎞
⎟
⎠

,
⎛
⎜
⎝

−1
0
1

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠

et dim E1(A) = 2 =m1(A).
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�
X =
⎛
⎜
⎝

x
y
z

⎞
⎟
⎠
∈ E2(A) ⇐⇒ AX = 2X

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

2x − y + z = 2x

−x + 2y − z = 2y

−x + y = 2z

⇐⇒ {
y = z

x = −z

.

Donc X =
⎛
⎜
⎝

−z
z
z

⎞
⎟
⎠
= z
⎛
⎜
⎝

−1
1
1

⎞
⎟
⎠

. Par suite,

E2(A) = Vect
⎛
⎜
⎝

−1
1
1

⎞
⎟
⎠

et dim E2(A) = 1 =m2(A).
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�
D’où A est diagonalisable dans M3(R) et A = PDP−1 avec

D =
⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 2

⎞
⎟
⎠

et P =
⎛
⎜
⎝

1 −1 −1
1 0 1
0 1 1

⎞
⎟
⎠

.
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Endomorphismes et matrices trigonalisables

E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗.

Soit A ∈ Mn(K) et u ∈ L(E).

Définition 5.1 (endomorphisme et matrice trigonalisable).
1 On dit que u est trigonalisable s’il existe une base B de E telle que

Mat B(u) est triangulaire supérieure1.
2 On dit que A est2 trigonalisable s’il existe T ∈ Mn(K) triangulaire

supérieure et P ∈ GLn(K) telles que A = PTP−1.
1La base B est appelée base de trigonalisation de u.
2A est trigonalisable si, et seulement si, uA est trigonalisable.
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+
Géométriquement, u est trigonalisable si, et seulement si, il
existe une base B = (e1, . . . , en) de E telle que, pour tout
i ∈ [[1, n]], Fi = Vect (e1, . . . , ei) est stable par u.

Proposition 5.1 (premier vecteur d’une base de trigonalisation).
Le premier vecteur d’une base de trigonalisation de u est un vecteur propre
de u.

Théorème 5.1 (CNS de trigonalisabilité).
u (resp. A) est trigonalisable sur K si, et seulement si, χu (resp. χA) est
scindé sur K.
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Corollaire 5.1 (trigonalisabilité sur C).
1 Tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension finie est

trigonalisable.
2 Toute matrice carrée à coefficients dans C est trigonalisable.

Corollaire 5.2 (trigonalisabilité de l’endomorphisme induit).
Soit F un sous-espace de E stable par u. Si u est trigonalisable alors
l’endomorphisme induit uF l’est aussi.
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Nilpotence

Soit A ∈ Mn(K) et u ∈ L(E).

Définition 5.2 (endomorphisme nilpotent, matrice nilpotente).
On dit que u est nilpotent (resp. A est nilpotente) s’il existe k ∈ N∗ tel
que uk = 0L(E) (resp. Ak = On).
Le plus petit k ∈ N∗ tel que uk = 0L(E) (resp. Ak = On) est appelé
l’indice de nilpotence de u (resp. de A).

�
Soit u l’endomorphisme de Kn [X] définie par u(P ) = P ′. On a

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

P ∈ Kn [X] , un+1(P ) = P (n+1) = 0

un(Xn) = (Xn)(n) = n! ≠ 0

donc u est nilpotent d’indice n + 1.
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+
Soit p ∈ N∗ l’indice de nilpotence de u. On a up = 0 et up−1 ≠ 0
donc il existe x0 ∈ E non nul tel que

up−1(x0) ≠ 0E et up(x0) = 0E .

La famille (x0, u(x0), . . . , up−1(x0)) est libre.

Proposition 5.2 (majoration de l’indice de nilpotence).
Si u est nilpotent d’indice p ∈ N∗, alors p ≤ n. De plus, un = 0L(E).

Théorème 5.2 (trigonalisation des endomorphismes nilpotents).
1 u est nilpotent si, et seulement si, u est trigonalisable et Sp (u) = {0}.
2 A est nilpotente si, et seulement si, A est semblable à une matrice

triangulaire supérieure stricte.

M. BINYZE (https://supspé.com) Réduction des endomorphismes et des matrices carrées 2025-2026 58 / 80

https://supsp%C3%A9.com


�
Soit u l’endomorphisme de Kn [X] définie par u(P ) = P ′.
La matrice de u dans la base canonique B = (1, X, . . . , Xn) de
Kn [X] est

Mat B(u) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 . . . 0
⋮ ⋱ 2 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
⋮ ⋱ n
0 . . . . . . . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.
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Généralités

Soient E un K-espace vectoriel, u ∈ L(E) et A ∈ Mn(K).
● On note :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

u0 = IdE , uk+1 = uk ○ u = u ○ uk pour tout k ∈ N

A0 = In, Ak+1 = Ak.A = A.Ak pour tout k ∈ N
.

● Si P =
p

∑
k=0

akXk ∈ K [X], on définit l’endomorphisme P (u) de E par

P (u) déf=
p

∑
k=0

akuk ∈ L(E) .
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● Si P =
p

∑
k=0

akXk ∈ K [X], on définit la matrice P (A) de Mn(K) par

P (A) déf=
p

∑
k=0

akAk ∈ Mn(K) .

● On note

K [u] déf= {P (u), P ∈ K [X] }

l’ensemble des polynômes en u.
● On note

K [A] déf= {P (A), P ∈ K [X] }

l’ensemble des polynômes en A.
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Théorème 6.1 (morphisme P z→ P (u)).
L’application φu ∶ K [X] Ð→ L(E) définie par φu(P ) = P (u) est un
morphisme de K-algèbres. En particulier

∀(P, Q) ∈ (K [X])2, (P.Q)(u) = P (u) ○Q(u) .

● Im φu = K [u] est une sous-algèbre commutative de L(E), appelée
l’algèbre engendrée par u.
● ker φu = {P ∈ K [X] , P (u) = 0L(E)} est un idéal de K [X] appelé

l’idéal annulateur de u.

M. BINYZE (https://supspé.com) Réduction des endomorphismes et des matrices carrées 2025-2026 63 / 80

https://supsp%C3%A9.com


Corollaire 6.1 (morphisme P z→ P (A)).
L’application φA ∶ K [X] Ð→Mn(K) définie par φA(P ) = P (A) est un
morphisme de K-algèbres. En particulier

∀(P, Q) ∈ (K [X])2, (P.Q)(A) = P (A).Q(A) .

● Im φA = K [A] est une sous-algèbre commutative de Mn(K),
appelée l’algèbre engendrée par A.
● ker φA = {P ∈ K [X] , P (A) = On} est un idéal de K [X] appelé

l’idéal annulateur de A.
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Définition 6.1 (polynôme annulateur).
On dit que P ∈ K [X] est un polynôme annulateur de u (resp. de A) si
P (u) = 0L(E) (resp. P (A) = On).

� 1 X − λ est annulateur des homothéties de rapport λ.

2
n

∏
k=1
(X − λk) est annulateur de A = diag (λ1, . . . , λn).
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Proposition 6.1 (polynôme annulateur et valeurs propres).
1 Soient x ∈ E, λ ∈ K et P ∈ K [X].

1 Si u(x) = λ.x alors P (u)(x) = P (λ).x.
2 En particulier, si P est annulateur de u, alors1 toute valeur propre de u

est racine de P .
2 Soient X ∈ Mn,1(K), λ ∈ K et P ∈ K [X].

1 Si AX = λX alors P (A).X = P (λ).X.
2 En particulier, si P est annulateur de A, alors toute valeur propre de A

est racine de P .
1La réciproque est fausse : X2

−X est annulateur de IdE , alors que 0 n’est
pas valeur propre de IdE .
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Polynômes annulateurs en dimension finie

Ici E est de dimension finie n ∈ N∗. Soient A ∈ Mn(K) et u ∈ L(E).

Théorème 6.2 (existence de polynôme annulateur en dimension finie).
En dimension finie, tout endomorphisme1 admet au moins un polynôme
annulateur non nul2.

1En dimension infinie, il existe des endomorphismes qui n’admettent pas de
polynôme annulateur non nul : u ∶ P z→ P ′.

2De même, toute matrice de Mn(K) possède au moins un polynôme
annulateur non nul.
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Théorème 6.3 (Cayley-Hamilton).

1 χu est annulateur de u : χu(u) = 0L(E) .

2 χA est annulateur de A : χA(A) = On .

Théorème 6.4 (polynôme minimal d’un endomorphisme).
Il existe un unique polynôme ∏u vérifiant :

1 ∏u est annulateur de u.
2 ∏u est unitaire.
3 ∏u divise tout polynôme annulateur de u.
∏u est appelé le polynôme minimal de u.
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Théorème 6.5 (polynôme minimal d’une matrice carrée).
Il existe un unique polynôme ∏A vérifiant :

1 ∏A est annulateur de A.
2 ∏A est unitaire.
3 ∏A divise tout polynôme annulateur de A.
∏A est appelé le polynôme minimal de A.

Théorème 6.6 (polynôme minimal et valeurs propres).

1 Pour l’endomorphisme u : Sp (u) = {λ ∈ K, λ racine de ∏u } .

2 Pour la matrice A : Sp (A) = {λ ∈ K, λ racine de ∏A } .
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+
∏u et χu ont exactement les mêmes facteurs irréductibles.

�
Soit A =

⎛
⎜
⎝

1 1 0
−2 4 0
0 0 2

⎞
⎟
⎠

. On a χA = (X − 2)2(X − 3) et ∏A divise

χA, alors

∏A = (X − 2)(X − 3) ou ∏A = (X − 2)2(X − 3).

Comme (A − 2I3)(A − 3I3) = O3, alors ∏A = (X − 2)(X − 3).
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Théorème 6.7 (base de K [u] en dimension finie).
1 Soit d = deg∏u. La famille (uk)0≤k≤d−1 est une base de K [u]. En

particulier,

dimK [u] = deg∏u .

2 Soit d = deg∏A. La famille (Ak)0≤k≤d−1 est une base de K [A]. En
particulier,

dimK [A] = deg∏A .
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Réduction et polynômes annulateurs

E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗. Soient
A ∈ Mn(K) et u ∈ L(E).

Théorème 6.8 (décomposition des noyaux).
Ici E de dimension quelconque (finie ou infinie). Soient P1, . . . , Pr ∈ K [X]
premiers entre eux deux à deux de produit égal à P . On a :

ker(P (u)) =
r

⊕
i=1

ker(Pi(u)) .

+
On a de même pour A ∈ Mn(K) ∶ ker(P (A)) =

r

⊕
i=1

ker(Pi(A)).
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�
Pour un projecteur u de E, le polynôme X2 −X est annulateur
de u, donc E = ker(u − IdE) ⊕ ker u.

Théorème 6.9 (CNS de diagonalisabilité).
1 On a équivalence entre :

1 u est diagonalisable;
2 u annule un polynôme scindé

à racines simples;
3 ∏u est scindé à racines

simples.

2 On a équivalence entre :
1 A est diagonalisable;
2 A annule un polynôme

scindé à racines simples;
3 ∏A est scindé à racines

simples.
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�
Soit u l’endomorphisme de Mn(R) définie par u(M) =M⊺. On
a u2 = IdMn(R), donc X2−1 annule u. Puisque X2−1 est scindé
à racines simples, u est diagonalisable.

Corollaire 6.2 (diagonalisabilité de l’endomorphisme induit).
Si u est diagonalisable et si F est un sous-espace de E stable par u, alors
uF est diagonalisable.

�
Sans calcul, la matrice

⎛
⎜
⎝

1 −1 0
0 1 2
0 0 −1

⎞
⎟
⎠

n’est pas diagonalisable car

sinon la matrice (1 −1
0 1 ) serait diagonalisable ce qui est pas le

cas.
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Proposition 6.2 (décomposition spectrale d’un endomorphisme diagonalisable).
Supposons u diagonalisable et soit λ1, . . . , λr les valeurs propres deux à
deux distinctes de u.
Soit pi la projection1 sur Eλi

(u) parallèlement à
r

⊕
j=1
j≠i

Eλj
(u). On a :

u =
r

∑
i=1

λipi et ∀P ∈ K [X] , P (u) =
r

∑
i=1

P (λi)pi .

1Les pi, 1 ≤ i ≤ r sont appelés les projecteurs spectraux de E associés à la
somme directe E =

r

⊕
i=1

Eλi(u).
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Théorème 6.10 (CNS de trigonalisabilité).
1 On a équivalence entre :

1 u est trigonalisable sur K;
2 u annule un polynôme scindé

sur K;
3 ∏u est scindé sur K.

2 On a équivalence entre :
1 A est trigonalisable sur K;
2 A annule un polynôme

scindé sur K;
3 ∏A est scindé sur K.

�
Soit A, B ∈ Mn(R). On considère l’endomorphisme de Mn(R)
défini par u(M) = Tr (AM)B.
On a

u ○ u(M) = Tr (AB)u(M),

donc u2 = Tr (AB)u. Le polynôme X2 − Tr (AB)X est scindé
sur R et annulateur de u donc u est trigonalisable.
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Sous-espaces caractéristiques

Ici E est de dimension finie n ∈ N∗. Soient A ∈ Mn(K) et u ∈ L(E).

Définition 6.2 (sous-espace caractéristique).

Supposons χu est scindé sur K : χu =
r

∏
i=1
(X − λi)mi où les λi ∈ K deux à

deux distincts. Le sev

Fλi
(u) déf= ker(u − λiIdE)

mi
, 1 ≤ i ≤ r

est appelé le sous-espace caractéristique de u associé à λi.
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Proposition 6.3 (propriétés des sous-espaces caractéristiques).

1 E =
r

⊕
i=1

Fλi
(u).

2 Fλi
(u) est stable par u et dim Fλi

(u) =mi.
3 La restriction de u à Fλi

(u) induit la somme d’une homothétie et
d’un endomorphisme nilpotent.

Théorème 6.11 (réduction et sous-espaces caractéristiques (version vectorielle)).
Supposons χu est scindé sur K. Il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est semblable à une matrice diagonale par blocs, chaque bloc
diagonal étant triangulaire et à termes diagonaux égaux.
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Théorème 6.12 (réduction et sous-espaces caractéristiques (version matricielle)).
Supposons χA est scindé sur K :

χA =
r

∏
i=1
(X − λi)mi

où les λi ∈ K deux à deux distincts. Il existe P ∈ GLn(K) tel que

A = P.diag (T1, . . . , Tn).P −1.

De plus, la matrice Ti ∈ Mmi(K) est triangulaire supérieure et à termes
diagonaux égaux.
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