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TD N°3

Réduction des endomorphismes et des matrices carrées (correction)

Compléments d’algebre linéaire

Corrigé de I'exercice 1. 1. Soit M € S,,(R)NA,(R) donc M =M™ =-MT donc M = O, c-a-d S,,(R)NA,(R) = {On}
Soit M € M,,(R). On écrit

M= %(M+MT)+%(M—MT)

=5 =A
avec S € S, (R) et Ae A, (R) donc M, (R) =S, (R) + A,(R). Dot M,(R) =S,(R) & A4,(R).
2. Soient ¢ une forme linéaire non nulle sur F telle que H =kerp et ae B\ H.
o Soit € HNVect (a) donc il existe A € K tel que 2 = Aa et ¢(z) = 0. On a 0 = p(Aa) = Ap(a) mais, p(a) # 0 car
a€ E N H donc A =0 et par suite x = 0g donc H N Vect (a) = {OE}
e Soit x € E. On écrit
x x
)

r=x

on a i’;gzg .a € Vect (a) et ¢ (z - ZZEZ;'Q) =p(x) - ZZEZ?@(a) =p(x) —¢(x) =0 donc z - zgz; .a€H.
Ainsi, F = H + Vect (a).

D’ou E = H @ Vect(a) pour tout a € £\ H.

Corrigé de I'exercice 2. Soit i € [[0,n]]. On a 0 € F;. Soient P,Q € F; et A e K. On a, pour tout j € [0,n]] ~ {z},
(P+2Q)(j) = P(4) +2Q(j) =0

donc P+ A\Q € F;. Ainsi, F; est un sev de E.
Montrons que F = Fp @ ... F,.

e Soit P, e F;, 0<i<ntel que ». P, =0.Ona P(j) =0 pour tout j € [0,n]] \ {z} donc P; posséde n racines. Par
i=0
ailleurs,

= o

Donc P; possede n + 1 racines et comme deg P; < n alors P; = 0 pour tout 0 <4 < n. Ainsi, la somme Z P; est directe.
i=0

e OnaFy®...®F, c Fdoncdim Fy®...@F, <dim E =n+1. Par ailleurs, pour i € [[0,n]], le polynéme P; = H(X—j) eF;
'S
donc dim F; > 1 et par suite,

n
dimFoea...EBFn:ZdimFi2n+1:dimE

i=0
donc dimFy&®...® F,, =dim F.
DounE=Fy®...0F,.
Ak AR
Corrigé de I'exercice 3. Montrons par sur k € N*, que M* = o k|
n

A A
Initialisation : Pour k=1, ona M'= M = (O A)'

Ak kAk Ak+1 k+1 Ak+1
Héridité : Soit k € N*. Supposons M* = (O Ak ) et montrons M*+! = ( o ( ;k)ﬂ ) On a
MRk A = AF AR\ [ A A ~ AR+ AR A+ AR A B AR (B + 1) AR
B ’ - k - k+1 - k+1 :
O, A 0, A O, A 0, A
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, o . . o [AF EAP
Conclusion : Par le principe de récurrence, k e N*, M" = 0 k|
: 1 L, (At B
Si AeGL,(K), alors M € GLo,(K) et M~ est de la forme M~ = 0. A1 avec B € M, (K).

I, O,

Par ailleurs, le calcul M~'.M =1y, = (O I

A—l _A—l
) donne A'A+BA=0,, donc B=-A"'. Dou M~ ! = ( )

0, A!

Corrigé de I'exercice 4. En appliquant 'opération Cy <— Cy — C1 B, on obtient

I B I (@)
det | 2 —det| ™ "2 - det(I,, ) det(A - CB) = det(A - CB).
e(C A) e(c A—C’B) et(I,,)det(A-CB) =det(A-CB)

Corrigé de I'exercice 5. En appliquant succésivement les opérations Cy «— Cy +iCy et L1 «— L1 —iLo, on obtient

(A B) ’A B+iA|l |A+iB 0O,
det =

-B A-iB

. =det(A+iB)det(A-iB) =det(A+iB)det(A+1iB).
-B A -B A-iB

B [ —
B A) =det(A +iB)det(A +iB) =|det(A +iB)|* > 0.

Comme l'application déterminant est continue, on obtient det(

Corrigé de I'exercice 6. 1. Soit A = (a;;)1<i j<n € Mp(K). On a
AD=DA < V(i,j)e[[1,n]? (AD), . = (DA)
— V(i,7) e [[1,n]? ai jNj = NG j
= V(i,j) e [[1,n]%, ai;j(Xi=X;)=0

= V(i,j)e[[L,n]]? i#j = a;;=0. (car \;#\; pouri#j)

,J

donc A est une matrice diagonale.

A171 ALQ e Al,r
A A oo Ay

2. Soient D = diag ()\11“1, cey )\Tlm,) et A= _2’1 _2’2 2 écrite par blocs avec :
Ar,l Ar 2 .- Ar r

o Ajj € My, ,, (K) pour tout (i,5) € [1,7]>.
o Les blocs diagonaux A;; sont des matrices carrées : Vi€ [[1,7]], Ai; € M, (K).

Par un calcul par blocs on a :

AD = DA v(i,j) e [1,r]%, (AD), = (DA)

[ i
V(i,5) € [Lr], AijAj = Nidij
V(i,5) e [[1,7]?, Aij(Ai-X;)=0
V(i,j) e[[1,r]]?, i#j = A;;=0. (car \; # \; pour i # j)

Pent

donc A est diagonale par blocs de la forme A = diag (A1,1, ey Amﬂ) e M, (K) avec A;; e M, (K), 1<i<r.

aSous-espaces stables, éléments propres

Corrigé de I'exercice 7. Supposons F stable par u. Pour tout x € F, u(z) € F, en particulier, Vi e I, u(e;) € F.
Inversement, supposons Vi€ I, u(e;) € F. Soit x € F donc z = Z a,e; avec a; € K. On a

ieJ
J fini cJ

u(ac):u( Z] aiei): > aju(e;) € F.

1€ ieJ ~——
J fini I J fini cI eF

Donc F est stable par u.

Corrigé de I'exercice 8. Vect () est stable par u si, et seulement si, u(x) € Vect (z) si, et seulement si, il existe \ € K tel que

u(z) = Az si, et seulement si, x est vecteur propre de u.
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Corrigé de I'exercice 9. On a rgu =dimImu =1 donc Im u est une droite vectorielle. D’apres le cours, Im u est stable par u
donc Im u est engendré par un vecteur propre de u. Notons A la valeur propre associée et on a Imu c ker(u — Aldg) donc
(u=ANdg)ou=0 ca-d u? = \u.

Corrigé de I'exercice 10. 1. Soit z € F non nul. L’ensemble Q, = {k‘ e N*, (x,u(x), e ,up’l(x)) est libre}est une partie
non vide de N* (car 1 € ), puisque z est non nul) et majorée (par n = dim E) donc 2, admet un plus grand élément noté
peN*. Ainsi, pe Q, et p+1¢Q, c-a-d la famille (z,u(z),...,uP" (2)) est libre et la famille (z,u(z), ..., u"™ (z),uP(z))
est liée.

p-1
2. Soit y € F, donc y = ). Mpuf (x) et on a
k=0

p-1 p-1 P p-1
u(y) = U(Z /\kuk(x)) = Y uF (@) = Y (@) = 3 e (2) +uP(2) € Fy
k=0 k=0 k=1 k=1 ~——

eFy,
eF,
uP(x) € F, car la famille (m,u($)7 .. ,up’l(x)) est libre et la famille (amu(:v)7 . ,up’l(x),up(x)) est liée. Ainsi, u(y) € F,
et par suite, F, est stable par u.
3. Soit v 'endomorphisme induit par u sur F,. Notons B, = (z,u(z),...,u?"*(z)) la base de F}, (elle est libre et génératrice).
p-1
On éerit uP(z) = ), aru®(x) et on a v(uP™(z)) = u(uP™(x)) = uP(z). Ainsi, la matrice de v dans la base B, est de la
k=0
forme
0 0 0 ... ap
1w oo
Matp, (v)=]0 - - - e Mu(K)
. 0 ap-2
0O ... 0 1 Ap-1

Corrigé de I'exercice 11. Soient A, B € M,,(K) deux matrices semblables, il existe P € GL,,(K) telle que A = PBP™!. Soit
AeK.Ona:

AeSp(A) = IX eM, 1 (K)\{On1}, AX =2X
— IX e M, 1 (K)\{O,.1}, PBP'X =)X
< IX e M, 1(K)~{O, 1}, BP'X =AP'X
< V=P 'XeM,1(K)\{O,1}, BY =Y
<= M\eSp(B).

Notons que, P71 X # 0,1 <= X #0,, car P est inversible.

Ainsi Sp (A) = Sp (B). Par ailleurs, pour A € Sp (A4), lapplication ©p : E)(A) — E\(B) est linéaire et bijective.
X — PlX

Par suite, dim F)(A4) = dim E,(B).

Corrigé de I'exercice 12. Soit u € L(E) bijectif. Soit A e K. On a

A valeur propre de u <= 3Jre E\ {OE}, u(z) = Az
— erE\{OE}, x:u_l()\x)
— EI:EEE\{OE}, z ="t (x)
< dreE~ {OE}, u(z) ="z

< M\ ! valeur propre de v .

Ainsi, A est une valeur propre de u si, et seulement si, A\™! est une valeur propre de u'.

Corrigé de I'exercice 13. 1. keruF:{xeF, uF(x):()}:{xeF, u(m):O}:{er, u(a?):O}ﬂF:keruﬂF et
Imup:{yeF, Jx e F, y:uF(m)}:{yeF, Jr e F, y:u(x)}:{yeE, Jr e F, y:u(x)}ﬂFCImuﬂF.

L’inclusion ci-dessus est stricte. En effet : soit u € E(K [X]) définie par u(P) =P et F =K, [X]. On a
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e pour tout Pe F, uw(P)=P e€K,_1[X]cF, donc F est stable par u.
e Imu=K[X]donc ImuNF =K[X]|NK,[X]=K,[X] et Inur =K,_1 [X].
Donc l'inclusion est stricte.
2. wu est injectif si, et seulement si, keru = {0} On a kerup =keruNF = {0} NFE = {O} donc up est injectif.

3. Soit A une valeur propre de up. On a Ey(up) = ker()\ldp —up) = ker(()\IdE —u)F). Or F est stable par I’endomorphisme
AMdg - u donc d’apres la premiere question,

ker((Mldg - u)r) = FNker(Aldg —u) = F N Ex(u).

Ainsi, Ex(up) = FNE)(u).

Polyndme caractéristique

Corrigé de I'exercice 14. 1. Soit A e M,,(K). On a
xa =det(XTI, - A) = det((XI, - A)7) = det(XL, - A7) = yar.

Dot x4 = xar.
2. Soient A, B € M,,(K) deux matrices semblables. Il existe P € GL,,(K) telle que A= PBP~'. On a

xa = det(XI, - A)
= det(XI, - PBP™")
=det(XPP~" - PBP™")
=det(P(XIL, - B)P™")
= det Pdet(X1I, - B)det P~
=det(X1, - B) car detPdetP' =
=XB-

0 1 0 0
D’ou x4 = xB- La réciproque n’est pas vraie. En effet : considérons, pour n > 2, les matrices A = (0 ) et B= ( )

On a x4 = xp = X? pourtant A et B ne sont pas semblables car elles n’ont pas le méme rang.

Corrigé de I'exercice 15. Soit A € GL,,(K). Soit Ae K*. On a :

Xa-1(A) = det(A, - A7)

s (1)

- det(~AA™1) det (%In - A)

-al3):

En conclusion, x4-1(X) = Ei ?AXHXA(%)‘

T

Corrigé de I'exercice 16. Soit B une base de E adaptée a la décomposition E = @ F;. Notons n; = dim F; pour tout i € [[1,7]].
i=1

On sait, d’apres le cours que :

Mat g(u) = diag (Al, .. .,Ar) avec A; = Mat g, (up,) € My, (K).

Done x, = det(XT, ~Mat 5(u)) = det(diag (XTo, — Ar,..., XT,, ~ 4,)) = Hdet( = As) = TTdet(XTdp, ~ur,) = [T xur
=1

i=1

Corrigé de I'exercice 17. 1. Le polyndme caractéristique x, est dans R[X]. La décomposition dans R[X] de x, est de la

forme

Xu = JT(X =)™ f[(X2 +b X + ;)"

i=1 j=1
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avec \; € R pour tout 1 <i<r et bj,c; € R avec b7 —4c; <0 pour tout 1<j <s.

T S
On a deg xy = Z ;+2 Z ;. Or le polynéme x,, est de degré impair, donc nécessairement il existe ig € [[1,7]] tel que a;, # 0
i=1 j=1
et par suite, A;, est une racine réelle de x,, qui est une valeur propre réelle de w.
2. Soit u I’endomorphisme canoniquement associé a A. On a x, = x4 donc d’apres la question précédente, A a au moins
une valeur propre réelle.

Corrigé de I'exercice 18. 1. On écrit AB = ABAA™' donc AB et BA sont semblebles donc ont méme polynéme caractéris-
tique.

M,-BA B I, O AN, -BA+BA B M\, B
2. On a = = et
( O /\In) (A In) ( ANA )\In) (/\A /\In)

I, O)\[\L, B (A, B (M, B
A T,J]\ O A,-AB] \MA AB+),-AB] \ x4 .|

3. on prent le déterminant dans 1’égalité précédente, on obtient

I,-BA B \|[I 1,-BA B ||l
det Aln n O = Al n O = A" det()\In —BA)
O ML JVA T, O ML A T,
L, AL, B I, A, B
et det O = 0 =\" det()\In - AB). Donc
A 1, O M,-AB A I,/]|O M,-AB

VAeC, A'xap(A) =A"det(A, - AB) = A" det(A, - BA) = A\"xpa()).

Ainsi, X"xap(X) = X"xpa(X) et par suite, xap = xBAa-
4. On a (AB)? = ABAB...AB = A(BA)P"! B donc d’aprés la question précédente, X(AB)? = XBA(BA)P-! = X(BA)»-

Corrigé de I'exercice 19. rgu = 1 donc dimkeru = dim Eg(u) = n -1 donc 0 est une valeur propre de u de multiplicité au
moins égale a n — 1. Le polyndme caractéristique y, est donc de la forme x, = X "‘1(X - a).
Or Xy = X™ = Tr (u) X" +...+ (-1)" det(u) donc nécessairement o = Tr (u). Ainsi, y, = X" (X - Tru).

Corrigé de I'exercice 20. 1. Comme u est une projection vectorielle, on a E = keru & Im u avec Im u = ker(u - Idg). Soit B

une base adaptée a la décomposition E =keru @ ker(Idg —u) = Eg(u) @ E1(u). La matrice de u dans B est de la forme

On—rm-r Onpe

Matg(u) =1 """ """ avec r=rgu.
Or,n—r Ir,’r

Donc

XIn—r,n—r - On—r,n—r On—r,r
Or,n—r XIT,T - Ir,r

XIn—T,n—T On—r,r
Or,n—r (X - 1)17*,7"

Xu = det(XIdg —u) = det(XI, - Mat g(u)) = = = (X-1)" X",

2. Comme u est une symétrie vectorielle, on a F = ker(u -1d E) ® ker(u +1d E) Soit B une base adaptée a la décomposition
E-= ker(u - IdE) @ ker(u+1dg) = E1(u) ® E_1(u). La matrice de u dans B est de la forme

On—r,r _In—'r,n—r

L. Or n-r .
Mat g(u) = ( ’ ’ ) avec r =dimker(u-Idg).

Donc

Xu = det(XIdg - u) = det(XT, - Mat (u))

_ XIT‘,'I’ - Ir,r Or,n—r
- On—r,r XIn—r,n—r + In—r,n—r
_ (X - l)Ir,r Or,n—r

S (X -1) (X + 1)

On—r,r (X + 1)In—r,n—r

Corrigé de I'exercice 21. On commence par calculer x 4. On a
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X+2 2 -2 |oicuo, | X440 -2 10 -2
xa=| 3 X+1 -3 || x44 Xx-2 3 |=(x+)(x-2)1 1 -3 |Lh
1 -1 X-1 0 X-2 X-1 01 X-1

10 -2
(X+4)(X-2)0 1 -1
01 X-1

On développe selon la premiére colonne, on obtient x 4 = X (X +4)(X-2). Donc Sp A = {0, -4, 2}. Cherchons les sous-espaces
propres de A.

x
Soit X =|y | e M31(R). On a
z
2r-2y+2z = 0 _ 0
XeEy(A) — AX=03; = 3rx-y+3z = 0 <= {y :
—r+y+z =0 v
1
donc Ey(A) = Vect |0 |.
1
—2x-2y+2z = -Ax T-y+2z =0 _
XeFE 4(A) — AX=-4X = { 32-y+3z = -4y <= | -z+y+z = 0 = {Z :
—r+y+z = -4z -r+y+5z = 0 v
1
donc F_4(A) =Vect | 1].
0
2r-2y+2z = 2z 2x-y+z = 0 _ 0
X eFEy(A) — AX=2X «— Br-y+3z = 2y < —r-y+z = 0 <= {x :
-r+y+z = 2z -r+y-z = 0 -
0
donc E5(A) = Vect | 1.
1
Corrigé de I'exercice 22.
X-a b ... -b
-b :
xa(X)=det(XI,-A)=| .b
-b ... -b X—a[n]
X-(a+(n-1)b) -b ... ... b
X-(a+(n-1)b) X-a -b ... -b
= : -b : C1«—C1+Co+..+Cy,
: : DR -b
X-(a+(n-1)b) -b ... =b X—a[n]
X -(a+(n-1)d) -b -b
0 X-a+b (0) 4
= . ) L;«—L;-L; pour 2<i<n
0 (0) X-a+b

[n]
= (X —(a+(n- 1)b)) (X -(a- b))n_1 . (développement suivant la premiére colonne)
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Corrigé de I'exercice 23.

X -1 0 0
0 . . . :
Xcp(X)=]+ - 0
0 0 X -1
ag Ap-2 X+ (n-1 [n]
0 -1 0 0
0 X
= : 0 C1+—C1+XCo+X2Ca+.. 4+ X" C,p,
0 ... 0 X -1
P(X) ... ... ap2 X+ap [n]
-1 0 0
)
= (_1)n+1 P(X) ) ) O (développement suivant la premiére ligne)
© x al,,

= (-D)™PX)(-1)" = P(X).

) piagonalisabilité

Corrigé de I'exercice 24. 1. Supposons u diagonalisable. Soit B = (61, cee en) une base de E formée de vecteurs propres de
u. Comme Spu = {)\} alors u(e;) = A.e; pour tout 1 < ¢ < n. Ainsi, u et A.Idg coincident sur la base B donc coincident
partout. D’ott u = A\.Idg.

Inversement, supposons v = A.Idg. La matrice de v dans n’importe quelle base de E est diagonale de la forme diag ()\, e )\)
donc u est diagonalisable.

2. Soit u lendomorphisme de M,, ; (K) canoniquement associé a A. Les éléments propres de u sont exactement les éléments

propres de A. Ainsi, A est diagonalisable si, et seulement si, u est diagonalisable si, et seulement si, A = A.1,,.

Corrigé de I'exercice 25. 1. A est triangulaire supérieure stricte donc Sp A = {a, B } Comme « # [ alors A est diagonalisable
dans M5 (R).

1
2. Sia=palors SpA = {a} donc A est diagonalisable si, et seulement si, A = a.I5. Mais A = (3 ) + a.Iy et par suite, A

o
n’est pas diagonalisable dans My (R).

0 1 0 0
Corrigé de I'exercice 26. On écrit A = | : . 0] On a A est triangulaire supérieure stricte donc Sp A = {O}
: o1
0O ... ... ... 0
Comme A est non nulle alors A n’est jamais diagonalisable.
1 0 2 2 2 =2 4 0 0
Corrigé de I'exercice 27. 1. a. Ona PQ =2 1 -1||-3 -1 5 |=]0 4 0]=4I3
11 1 1 -1 1 0 0 4
b. On a P&Q =13 donc P est inversible et P71 = iQ.
3 -1 1 1
2. a. OnaAu= % -2 2 2|121=]2]|=udonc A.u=u c-a-d u est un vecteur propre de A associé a la valeur propre
-1 -1 5 1
a=1
. 3 -1 1\/0 0 0
b. Ona Aw = 3 -2 2 2|111=12]=2]1]donc A.v =2v c-a-d v est un vecteur propre de A associé a la valeur
-1 -1 5/J\1 2 1
propre 3 = 2.
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3 -1 1 2 4 2
Ona Aw = 1 -2 2 2|l-1]=|-2]|=2]|-1] donc A.w = 2w c-a-d w est un vecteur propre de A associé a la
-1 -1 5J\1 2 1
méme valeur propre [§ = 2.
1 0 2
c. La famille (u7v, w) est libre dans M3 1(R) puisque |2 1 -1|=det P # 0 donc (u7v, w) constitue une famille libre
1 1 1
dans M3 1 (R) formée de vecteurs propres de A. Par suite, A est diagonalisable et on peut écrire A = PDP! avec
100
D=10 2 0}
0 0 2

3. a. Récurrence sur n e N.
Initialisation : Pour n =0 et n =1 la propriété est vraie.

Hérédité : Soit n € N*. Supposons la propriété est vraie au rang n et montrons le au rang n+ 1. On a
Al = An A= PD"P~! PDP~!' = pPD"1 P71,

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout n € N, A" = PD"P~!.

1 0 0
b. D est une matrice diagonale donc, pour tout ne N, D" =]0 2" 0
0o o 27

c. Pour tout n €N, on a

1 0 2\(1 0 o0\[2 2 -2

A":PD"P‘lzi 2 1 -1]lo 2 o|]-3 -1 5
11 1J\0o 0o 27)J\1 -1

1/2+27 1 1/2-2n71 —1/242n7L

=l 1-27 1 -1+2"

1/2-271 1/2-27t _1/2+ 32771

Corrigé de I'exercice 28. On commence par calculer x 4. On a

X -3 -3 X -3 -3 X -3 -3 X 0 -3
Ye=|1 X-1 1 [P0 x-1 1 |=(x-D]1 x-1 1| x-Dl1 x-2 1]
10 X-2 0 X-1 X-1 o 1 1 o 0 1

On développe selon la troisieme ligne, on obtient x4 = X (X —1)(X —2). Le polyndéme Y, est scindé & racines simples donc
u est diagonalisable et Spu = {O, 1, 2}. Cherchons les sous-espaces propres de wu.

T
Soit x € Eg(u) avec x = z1eq + Toeg + xzez. On éerit X = Mat g(x) = |22 | e M31(R). On a

Zs3
31}2 + 3535 = 0
1 = —2x3
reEy(u) <= AX=03; <= X1 +x9—23 = 0 <— {
o = —XT3
xr1 + 23}3 = 0
donc z = —2x3e1 — x3eq + x3e3 et par suite, Ep(u) = Vect (—261 —eg + 63).
z1
Soit z € E1(u) avec x = z1eq + Taez + xges. On écrit X = Mat g(z) = | x2 | € M31(R). On a
zs3
3.%'2 + 3$3 = I T = -3
reFEi(u) < AX=X «— —XHF Ty —T3 = Xy = 4
To = ——XI3
T1 + 213 = I3 3
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donc z = —x3e1 — ga:geg + x3e3 et par suite, E1(u) = Vect (—361 —4eq + 363).

A
Soit x € Eo(u) avec x = x1eq + Taoea + xze3. On éerit X = Mat g(x) = |22 | e M31(R). On a

Zs3
3.T2+3933 = 21‘1 0
€T =
rxeFEy(u) — AX=2X — —T1+To—x3 = 2x9 < { !
To =~
331-4—2183 = 23;‘3 2 3

donc x = xeeq — woeg et par suite, Fo(u) = Vect (62 - 63).

Finalement ,la famille (—261 —eg +e3,-3e1 —4es + 3ez, €0 — 63) est une base de diagonalisation de I’endomorphisme wu.

2 -1 1
Corrigé de I'exercice 29. 1. A est la matrice du systéme (E) donc A=]-1 2 -1| desorte que : X411 = AX,,.
-1 1 0

2. Récurrence sur n € N.
Initialisation : Pour n =0 et n =1 la propriété est vraie.

Hérédité : Soit n € N*. Supposons la propriété est vraie au rang n et montrons le au rang n+ 1. On a
X1 = AX, = A.A". Xy = A" X,.

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout n € N, X, = A™. X,.

3. Ona:
X-2 1 -1 X-1 0 -1 1 0 -1
xa(X)=det(XI3-A)=| 1 X-2 1 = X-1 X-1 1|=(X-1)2%1 1 1
01%014»02
I 1 Xl el 0 X-1 X 01 X
1 0 -1
. :L . (X—1)2 0 1 2 :(X—1)2(X—2),(développement suivant la premiére colonne),
T 01 X

Donc x4 est scindé sur R et Sp(A) = {1, 2}. Cherchons les sous-espaces propres.

T 20— y+z=x
X=|yleFi(A) &= AX=X < {-x+2y-2=y <= x-y+2=0

z T+ y =z

1 -1
donc Ey(A)=Vect [ [1],] 0 || et dim E;(A) =2=m;(A).

2r - y+z=2x

y==2
X=|yleE2(A) < AX =2X <= {-10+2y-2=2y <— {
x  =-z
z —r+ y =2z
-1

donc F3(A) =Vect | 1 | et dim Ey(A) =1=mg(A).
1 0 0 1 -1 -1
Ainsi, A est diagonalisable dans M3(R) et A= PDP ' avec D=|0 1 0] et P=|1 0 1
0 0 2 0 1 1

4. Récurrence sur n € N.
Initialisation : Pour n =0 et n =1 la propriété est vraie.

Hérédité : Soit n € N*. Supposons la propriété est vraie au rang n et montrons le au rang n+ 1. On a

A" = A" A= PD"P . PDP' = PD" P
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Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout n € N, A" = PD"P~!,

5. On a X, = A" Xy = PD"P~' X, donc il reste & calculer P~1. Pour cela, on va utiliser la méthode des systémes linéaires.

Ty Y1
Soit X =|azo | e M31(R) et Y =|ys| e M3 1(R) tels que PX=Y.On a:
T3 Ys
T1—X2-T3 = N T1=Y1+Y3
PX=Y << { z1+uz3 = Yo <= { T2=yY1-Y2+2y3
To + T3 = Y3 T3=-Y1+tY2-Ys
1 0 1
donc P"'=| 1 -1 2 |et par suite
-1 1 -1
1 -1 -1\{1 0 o\{1 0 1\{zo 2z + (1 - 2™)yo + (27 - 1)z
X,=PD"P'Xo=[1 0 1flo 1 off1r -1 2||wl|=| @-2%)20+27y++(1-2")2
0 1 1)\ o 2¢)\-1 1 —1)\z%) \@@-2m)a0+ (2" - yo++(2-2")2
Tn = 2"xo+(1-2")yo+ (2" - 1)z
Finalement, Vn € N, Yn = (1-2")zo+2"yo++(1-2")z avec (zo,v0,20) € R3.
zn = (1=2M)axo+ (2" - 1)y ++(2-2")29

Corrigé de I'exercice 30. 1. La matrice A est triangulaire supérieure & coefficients diagonaux deux & deux distints donc A

est diagonalisable et Sp A = { -1,3, 0}. Les sous-espaces propres associés sont :

1 1 1
E_1=Vect|0]|, F3=Vect|-4| et Ey=Vect|-1}.
0 0 3
-1 0 0 1 1 1
Par suite, A= PDPtavec D= 0 3 0| et P=|0 -4 -1}
0 0 0 0 0 3

2. a OnaM?=(P'XP)" =P 'X2P donc M?+ M = P\ X2P+ P\ XP =P~ (X2+ X) =P AP =D.
b. Ona DM = (M?+ M)M = M(M?+ M) = MD.

c. Posons M = (m; ;)i< j<3. L'égalité DM = M D entraine que m; ; = 0 pour tout i # j et la matrice M est diagonale.

a 0 0
3. Soit M=|0 b 0]otu(a,bc)eR3 Ona
0 0 ¢
a’®+2a = -1 a=-1
M?+2M =D <= { b*+20 = 3 <« { be{-31}
+2 = 0 ce{-2,0}

D’ot les solutions de (&) sont les (quatre) matrices PM P~! avec M = diag (—1,b7 c) ou be { -3, 1}, ce { - 2,0}.

Corrigé de I'exercice 31. 1. Le polynome caractéristique de u est donné par x, = X”_l(X - TTu) On a x, est scindé sur K
et dim Fy(u) = dimkeru =n — 1. Ainsi

Tru#0 <= dimEr(u)=1=mr(u) et dim Eg(u) =n-1=mg(u)

<= u est diagonalisable.

2. La matrice E; ; de M,,(K) est de rang 1 donc E; ; est diagonalisable si, et seulement si, Tr F; ; est non nulle si, et

seulement si, ¢ = j.

Corrigé de I'exercice 32. 1. Si M € S, (R) alors u(M) = aM +bM™ = aM +bM = (a +b)M € S,(R) donc S,,(R) est stable
par u.
Si MeA,(R) alors u(M) =aM +bM"™ =aM -bM = (a-b)M € A, (R) donc A, (R) est stable par u.
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2. On sait que M, (R) = S,,(R) ® A,,(R). Soit alors B une base adaptée a cette décomposition. La matrice de u dans cette
base est de la forme

(Cl+ b)Is Os,nQ—s

n(n+1)
On2—s,s (a - b)I71,2—s .

Mat g(u) = ( ) e M,2(R) avec s=dimS,(R)= 5

La matrice Mat g(u) est diagonale donc u est diagonalisable et Spu = {a +b,a— b}.

3. u est diagonalisable donc x,, est scindé et par suite

Tru=(a+b)s+(a-b)(n>-s)=an®+bn et detu=(a+b)*(a-b)""*=(a+b) "2 (q-p)n(»-1/2

Corrigé de I'exercice 33. 1. a. La matrice A est de taille n et posséde n valeurs propres distinctes A1,..., A, donc A est
diagonalisable et il existe P € GL,(R) telle que A= PDP™!.

b. Soit Re M, (R). On a :

R’=A
R?=pPDP!
P'R?2P=D
(P'RP)’ =D

P RP est une racine carrée de D.

R est une racine carrée de A

rrret

2. a. Ona AZ%2=D donc AD = AA% = A%2A = DA.
b. Soit A = (di,j)lgi,an € Mn(R) On a

AD=DA < VY(i,5) € [[1,n]? (AD)Z,J=(DA)Z_J
= Y(i,j) e [Ln], dijA;=Nidy;
— V(i) e [L,n]?, dij(Ai-X)=0
— V(i,j)e[[1,n]]?, i#j = di; =0. (car \; # \; pour i # 5)

donc A est une matrice diagonale.
c. On a A? = D donc diag (5%, . .,52) = diag ()\1, . ,)\n) c-a-d 67 = \; pour tout 1 <4 <n.
3. S'il existe ig € [1,n]] tel que Ay, <0 alors 67, = Ay, <0 ce qui est absurde. Par suite R,,(A) = @.
4. a. D’apres ce qui précede, les racines carrées de D sont de la forme A = diag (:t Alyenns i\/)\_n)
b. D’apres la premiére question, les racines carrées de A sont de la forme R = Pdiag (:t Alyenny i\/x)P’l.
c. Comme 0< A <...< Ay, deux cas se présentent :
o Si A1 >0, alors Card R, (A) = 2".
e SiA; =0, alors Card R,,(A4) =2"1.
2m si A;1>0
2l si A =0

5. La matrice A est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux deux a deux distints donc A est diagonalisable et

D’ou, le nombre des racines carrées de la matrice A égal a {

SpA-= {1, 2,3}. Cherchons les sous-espaces propres de A.

x
Soit X =|y|eMs31(R). On a
z
€T =
XeFEi(Ad) — AX=X «— Yy+z = y <= y=z=0
3z = z
1
donc F1(A) =Vect | 0]
0
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T = 2z
XeFEy(A) «— AX=2X «— { 2y+z = 2y <= z=2=0
3z = 2z
0
donc F5(A) =Vect | 1].
0

<
Il
N

x = 3z
=0
X eF35(4) — AX=3X <— 2y + 2z 3y <— {x
3z 3z

1
donc E3(A) = Vect | 1|. Par suite, A= PDP~! avec D = diag (172,3) et P=]0
0

S = O
— = O

Finalement,

Pdiag (1,2,3)P™',  Pdiag(-1,2,3)P™!,  Pdiag(1,-2,3)P7", Pdiag(l,Q,—s)P-l,}

R3(A):{Pdiag(—1,—2,3)131, Pdiag (1,-2,-3)P~!, Pdiag(-1,2,-3)P~!, Pdiag(-1,-2,-3)P.

On a 8 = 23 solutions.

B Nilpotence, trigonalisabilité

Corrigé de I'exercice 34. 1. La matrice A est triangulaire supérieure stricte on a :
u(e;) =0 et u(e;) € Vect (617 e ei,l) pour 2<i<n.

Donc Im (u) = Vect (u(eq),...,u(e,)) c Vect (e1,...,en-1).
2. Récurrence sur k € [1,n—1]].
Initialisation : Pour k =1 la propriété est vraie d’apres la question précédente.
Hérédité : Soit k € [[1,n — 2]]. Supposons la propriété est vraie au rang k et montrons le au rang k + 1. On a
Im (u**') = u(Im (u*))
c u(Vect (61, el en_k))
= Vect (u(er), ..., u(en-r))
c Vect (el, A en,k,l) car u(e,—x) c Vect (el, el en,k,l) puisque 2<n-k<n
Donc la propriété est vraie au rang k + 1.
Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout k € [[1,n—1]], Im (u*) c Vect (el, - en_k).

3. En particulier, pour k=n-1,0n a
Im (u""*) c Vect (e;) == Im (u™) c u(Vect (e1)) = Vect (u(er)) = {OE}

I1 s’ensuit que u™ =0z gy d'ott A™ = O,,.

Corrigé de I'exercice 35. 1. u est nilpotent d’indice p € N* donc u” = Og(p) et uP™l o+ Oz(m)- Soit g € E'~ {OE} tel que
uP~!(z9) # 0p. Montrons que la famille (:co,u(xo), . ,up‘l(xo)) est libre.

Soit (/\07 . ,)\p_l) € KP tels que pi:l)\kuk(xo) = 0p. Montrons que A\ =0 pour tout 0 <k <p-1.
k=0
Par I’absurde, supposons qu'il existe i € [[0,p — 1]] tel que A;, # 0. Posons alors k = min {z e[[0,p-1], X\ # 0}. On a:
A #0 et )\kuk(.’lio) + )\k+1’uk+1(l‘0) +... )\p,lup_l (1‘0) =0g.
En appliquant «”~'7%, on obtient

Ak uP! (.’L‘Q) + )\k+1up($0) +...+ )\p_lu2p_2_k(x0) =0g
| —
+0p =0g

donc A; =0 ce qui est absurde. Ainsi, la famille (xo,u(xo), .. .,up‘l(mo)) est libre.
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2. Comme la famille (zo,u(z0), . .. ,up‘l(xo)) est libre, on a Card (zg, u(zo), .. .,up‘l(xo)) <dimFE c-a-d p<n.
Par suite, u™ = u""PuP = 0z (p).

a1.1 0 ce 0
Corrigé de I'exercice 36. Soit A=| ° ) O € M,,(K) une matrice triangulaire inférieure.
n1 -+ ... Qpn

)
Posons P = i e M, (K). On a P? =1, donc P € GL,(K) et

L)

[ A ¢ 798 |
papi=| 0 p
0 “ee 0 ai i

qui est une matrice triangulaire supérieure. Ainsi, A = PTP~! et par suite, A est trigonalisable.

Corrigé de I'exercice 37. 1. Soit A € Spu. Il existe z € E~ {0z} tel que u(z) = Az.
Montrons par récurrence sur k € N que u*(z) = \*zx.
Initialisation : Pour k =1 la propriété est vraie.

Hérédité : Soit k € N*. Supposons la propriété est vraie au rang k et montrons le au rang k£ + 1. On a
uF* () = u(uk(x)) = u(Az) = Mu(z) = Mz = Akl

donc la propriété est vraie au rang k + 1.
Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout k e N, u*(x) = ¥z,

Ainsi, A\* est une valeur propre de u*.

2. Si K = C alors I’endomorphisme u est trigonalisable donc il existe une base B de E telle que :

/\1 * *
0
Matg(u) =T =|
: . .o
0 ... 0 M\,
avec Spu = {/\17 .. ,)\n}. Aussi, la matrice de u* dans B est T :
)\1 L
k k 0 5
Mat g(u®) =T" =| _ ) o
0 0 A\

avec SpuF = {)\’f,...,)\ﬁ .

cosf —sinf

3. Supposons K =R. Soit Ry =1 .
sinf  cosf

) avec O e R~ {ﬂ'Z} et u 'endomorphisme canoniquement associé a Ry.

On a R’g = Ryg. En choisissant 6 = %, on obtient ©* = -Id donc Spu=o et Spu* = { - 1}.

Corrigé de I'exercice 38. 1. On a

X-1 -1 1 X-1 -1 1 1 -1 1 | pye—ro-1,
XA = 0 X-1 Cre—CptC2+Cs X-1 X-1 0 S(x-Dlt x-1 0 Ly+—Ls-Ls
-1 3 X-3 X-1 3 X-3 1 3 X -3
1 -1 1
(X-Dlo Xx -1
0 4 X-4
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X -1
4 X-4
Le polyndéme caractéristique x 4 est scindé sur R donc A est trigonalisable dans M3(R). Cherchons les sous-espaces propres.

On développe selon la premiere colonne, on obtient x4 = (X - 1) l =(X-1)(X(X-4)+4) = (X -1)(X -2)%

T T+ Y- z=zx

X=|yleEi(A) <— AX =X — Yy =y = r=y=2z

z T-3y+3z=2z

1
donc F1(A) =Vect | 1] =Vect(e1) et dim Ei(A) =1=mq(A).
1

——
—1
T T+ y—- z=2
X=|yleEx(A) — AX =2X «— Yy =2y < r=-2
z -3y +32=2z
1
donc Fo(A) =Vect | 0 | = Vect (e2) et dim Fy(A) =1+ ma(A). La matrice A n’est pas diagonalisable dans M3(R).
-1
——
—es
a 10 0
2. Soit eg =| b | e M31(R) tel que B = (el,eg,eg) forme une base de M3 1(R) et Matg(u)=|0 2 -1|.Ona:
c 0 0 2
a+b-c -1+2a a+b-c = -1+2a b _ 0
u(eg) = —eg + 2e3 < b = 2b <~ {b = 2 — { - L
+ =
a—-3b+3c 1+2¢ a-3b+3c = 1+2¢ are
0
Le vecteur ez = | 0| convient et, la famille B = (el, €2, 63) forme une base de M3 1 (R).
1
1 1 0
3. P est la matrice de passage de la base canonique de M3 1(R) alabase B: P=|1 0 0]eGLs(R).
1 -1 1

Montrons par récurrence sur k € N, que A¥ = PT*P~1,
Initialisation : Pour k =1 la propriété est vraie.
Hérédité : Soit k € N*. Supposons la propriété est vraie au rang k et montrons le au rang k+ 1. On a

ARl = AAF = APT*P-Y = PPl PTFP-1 = pTk+lp-1

donc la propriété est vraie au rang k + 1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout k € N, A¥ = pTkp-1,

1 0O 2 -1 1 O
4. On écrit la matrice T par blocs : T = L2 ) avec Ty = . On a, pour tout ke N, Tk = 1];2 .
O12 To 0 2 O12 1T

0 -1

Par ailleurs, Ty = 215 + N avec N = (0 0 nilpotente d’indice 2. La formule de bindme de Newton donne :

k L . ) 2k _k2k71
T = (2, + N)* = (k,)z"—fNJ = (S)lez + (’f)Q’f—lN =2, + k2FIN = ( 0 .
i=0 \J

J 2¢
1 0 0
Donc TF = |0 2F —k2F1 ] 1l reste & calculer P~'. Pour cela, on va utiliser la méthode des systémes linéaires. Soit
0 0 2k
T Y1
X=|oy|eM31(R) et Y =]ys | e Ms1(R) tels que PX =Y. On a:
T3 Ys
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T1 + T2 = 1N T1=Y1-Y2
PX=Y = { = Y2 = T2 =Y2
T1-T2+T3 = Y3 Ty =-Y1+2Y2+ Y3
1 -1 0 2k — g2k 14 (k-1)2F —k2F
donc P"'=| 0 1 0} Finalement, VkeN, A*= 0 1 0
-1 2 1 k21 1 (k+1)2F 2k 4 g2kt

Corrigé de I'exercice 39. 1. La matrice A est trigonalisable donc il existe T' € Ms(C) triangulaire supérieure et P € GLo(C)
b

telle que A = PTP~'. Notons T = (g ) avec (a,b,c) e C3.
c

e Si b=0 alors A serait diagonalisable ce qui est exclu.

e Sia % c alors la matrice A posséde deux valeurs propres distinctes et A serait diagonalisable, ce qui est exclu.

b 0 b
) avec € Cet be C*. On écrit T = aly + (O 0) = aly + Ny. Ainsi,
o

, . (63
Donc nécessairement 1" = (0

—_———
=Ny

A=PTP"=P(aly+No)P ' =aly + PNgP ™' =aly + N
———
=N

ot N2 = (PNgP1)? = PNZP~L = 0y et N # 0, donc N est nilpotente d'indice 2.

2 -1
2. Notons A = (1 0 ) Onaxa=X2-Tr(A)X +det(4)=X?-2X+1=(X-1)?2donc SpA = {1} La matrice A n’est

1 -1
pas diagonalisable car sinon A = I. D’apres la premiére question, A =I5+ N avec N = 1 1 € M3 (C) nilpotente d’indice

2. Soit X € M3(C) solution de ’équation X™ = A. La matrice X n’est pas diagonalisable car sinon A serait diagonalisable.
D’apres la premiére question, X = als + N’ avec a € C valeur propre de X et N’ € My(C) nilpotente d’indice 2. On a o™

est valeur propre de A donc o™ = 1. Aussi, par la formule du binéme de Newton, on a alors

X" =(aly+ N')" =) (’?)a"*jN’j - (”)a”12 ¥ (”)anle’ = 0"y +na" "N’ =Ty + =N’
oo \J 0 1 «

« . (07 . .
donc N’ = —N. Inversement, les matrices X = I, + — N avec « € U,, sont effectivement solutions.
n n

Corrigé de I'exercice 40. 1. La matrice A est & coefficients complexes donc A est trigonalisable : il existe P € GL,(C) et
T € M,,(C) trinagulaire supérieure telle que A = PTP™'.

2. Notons T' = (bi,j) . Comme A est inversible alors T" l'est aussi donc b;; # 0 pour tout 1 < ¢ < n. Considérons

1<i,j<n
0 si i>7

I'application v : [0,1] — GL,,(C) définie par y(t) =\ tb;; si i<y
rh i si i=j ou bjj=rjel

~ est un chemin inscrit dans G£,,(C) et on a y(0) =1, et y(1) =T.

3. Considérons I'application

¢ : [0,1] — GL.(C)
t  — Py(t)P!

¢ est un chemin inscrit dans G£,, (C) et on a (0) =1, et v(1) = PTP~* = A. D’ou GL,,(C) est connexe par arcs.

Corrigé de I'exercice 41. On commence par calculer xy4. On a

X-1 0 0 x )
xa=| 0 X 1 [=(X-1) L x 2:()(—1)()(()(—2)+1):()(—1)3
0 -1 X-2
donc Sp A = { 1}. Cherchons le sous-espace propre de A.
X €T =
X=|yleEi(4d) — AX=X «— -z =y <= y=-z
z y+2z = =z
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T 1 0
donc X =|-z|=2 0| +z | -1| et par suite, F1(A) = Vect (61,62).
z 0 1
—— —
=€1 =€2

Notons u l’endomorphisme canoniquement associé a A. L’expression de la matrice 7" impose a considérer la base B =
a
(el,eg,eg) ou ez € M3 1(R) a chercher de sorte que Mat g(u) = T'. Le vecteur es vérifie u(es) = ez + e3. Posons e3 = | b |.

c
On a :
a a
—-c = b-1
u(ez) = eg +e3 — - |=lv-1] — b+c=1.
b+2c = c+1
b+2c c+1
0
Le vecteur es = | 0| convient et, la famille B = (61,62,63) forme une base de M3 1(R). La matrice de passage est alors
1
1 0 0
P=]0 -1 0
0 1 1
Corrigé de I'exercice 42. 1. On commence par calculer y 4. On a
X-2 -1 2 X -1 2 1 -1 2 0 -1 2
xa=| -1 X-a 1 [9“7%0 x-a 1 |=X|0 X-a 1 | X|x-a X-a 1 |=
-1 -1 X+1 X -1 X+1 1 -1 X+1 0 -1 X+1
0 -1 2 ) 5
X(X-a)|1 X-a 1 |=-X(X-a) =X(X-1)(X-a)
-1 X+1
0 -1 X+1
donc x4 = X(X - 1)(X —a) est scindé sur R. Trois cas se présentent :
e Siat¢ {0, 1} alors x4 est scindé a racines simples et par suite, A est diagonalisable.
e Sia=0alors rg A =2 donc dim Fy(A) =dimker(A) =1 #mg(A) =2 et la matrice A n’est pas diagonalisable.
-1 -1 2
e Sia=1alorsrg (13 ~A)=1g|-1 0 1]=2doncdimE;(A)=dimker(I; —A) =1+#m1(A) =2 et la matrice A n’est
-1 -1 2

pas diagonalisable.
On conclut Q = {0, 1}.

2. Cas : a = 0. Cherchons les sous-espaces propres.

2e+y—-2z = 0
X=|yleEy(Ad) — AX =037 <= { z-2 = 0 @{y =0
z T+y-—=z2 = 0 v
1
donc Ey(A) = Vect |0 |.
1
20+y—2z =
X=|yleEi(1) = AX=X = | +-> -y @{m: 3
z T+y-z = 2z ¢y
3
donc E;(A) =Vect | 1]
2
1 0 % 3 1 «
Ainsi, A= PTPtavecT=|0 0 ty|let P=|1 0 B|eGL3(R) de sorte que
0 0 O 2 1 v
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«Q 3 1 «
A /B =t1]1]+%2]0 + 0. ﬂ (*)
Y 2 1 g
On choisit par exemple o= 5 =0,7 =1 de sorte que P soit inversible et (*) posséde une solution (¢; = -1,t2 = 1).
3 1 0
Finalement, la matrice suivante convient P=]1 0 0.
2 1 1

1 10
Cas : a = 1. Méme démarche que précédement, la matrice suivante convient P=]0 1 0].
1 1 1

a Réduction et polyndomes annulateurs

P
Corrigé de I'exercice 43. 1. Soit P = )’ arX* e K[X]. Pour tout « € ', on a

k=0
P(u)(z) = (i akuk) (z) = Zp: apu(z) e F
k=0 b0 e

donc F est stable par P(u). Par ailleurs, application u —> ur est un morphisme d’algébres et donc

P(u)p = (,;: akuk)

P

P
= ak(uk)F: Zaku%:P(uF).
F k=0 k=0

2. Montrons par récurrence sur k € N que u*v = vuF.

Initialisation : Pour k =1 la propriété est vraie car v et v commutent.

Hérédité : Soit k € N*. Supposons la propriété est vraie au rang k et montrons le au rang k£ + 1. On a

uF 1y = wuFv = wou® = vuu® = vuFt?

donc la propriété est vraie au rang k + 1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout k € N, w*v = vu*.

P _ a .
De méme, on montre que : V(k,?) e N?, uFv? = v’u*. Maintenant, soient P = Zain, Q= Z b; X7 e K[X]. On a:

i=0 =0
P(u)o@(v)z(iaiui)o(i b)Z( ) bu)z( > bu)(z ijj)o(iaiui):czw)oP(u).
i=0 3=0 k=0 \i+j=k k=0 \i+j=k j=0 i=0

donc P(u) et Q(v) commutent et d’apres le cours, ker(P(u)) et Im (P(u)) sont stables par Q(v).

P ;
Corrigé de I'exercice 44. Soit Q =Y a; X' ¢ K[X]. On a
i=0

P 2 i 2 . P )
Q(A) =Y a;A' =Y a;(PBP") =Y a,PB'P' =P (Z aiBl) Pt =PQ(B)P™
i=0 i=0 i=0 i=0

et par suite, Q(A) =0,, < PQ(B)P'=0, <= Q(B)=0,. Ainsi, A et B ont les mémes polynoémes annulateurs.

Corrigé de I'exercice 45. Le polynéme X2 — 1 est annulateur de A.
e Dans R, X3 -1 = (X -1)(X%2+ X +1), donc Spg(4) c {1} Or A est une matrice réelle de taille impaire donc
Spr(A) # @ et par suite Spr(A) = {1}
e Dans C, X3 -1=(X-1)(X -5)(X -42), donc Spc(A4) c {1,j,j2}. Puisque 1 est valeur propre et que les valeurs
propres de A sont deux & deux conjuguées, on a : Spc(A) = {1} ou Spc(4) = {1,j,j2}.
On en déduit Tr (A4) € {0,3} et det(A) = 1.

P
Corrigé de I'exercice 46. Soit P = Z a, X" e K[X] un polynéme annulateur de u. On a
k=0

Binyze Mohamed 17 / 22


https://supsp%C3%A9.com

https://supspé.com TD N23 (correction) MP La3youne

P p-1 p-1
0=P(u) = Z aku =aoldg + Z aku =aqoldg + Z ak+1uk = =aqoldg + (Z ak+1uk) ou.
k=0 k=1 k=0 k=0

—1 (P21 -1
Or ap #0 car P(0) #0 donc Idg = — (Z ak+1uk) ou=uo— (z Al W ) Ainsi, u est inversible et
ap \j= o \k=0

_1 (r-1
wl=— (Z ak+1uk) e K[u].
ao \g=0

Corrigé de I'exercice 47. 1. Par la division euclidienne de X* par P, il existe (Qk., Rk) € (K [X])2 tel que
Xk = Qp(X)P(X) + Rp(X) avec deg Ry < N - 1.
donc

u* = Qr(u) o P(u) +Ry(u) = Ry(u) € Vect (u’, 0<i <N -1).
—
=0z(E)
P(u) = 0 d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilto. D’ott u* € Vect (ui, 0<i<N - 1).
2. On commence par calculer y 4. On a

X -1 0 X+1 -1 0 1 -1 0 | Lpe—Lo+L, 1 -1 0
C1<‘Cl C2+C3

xa=[0 X -1 X-1 X -1 |=(X+D|-1 x 1| F P xno x-1 41
2 5 X+4 X+1 5 X+4 1 5 X+4 0 6 X +4
X-1 -1

On développe selon la premiere colonne, on obtient x4 = (X+1) = (X+1)((X-1)(X+4)+6) = (X +1)?(X +2).

6 X +4
La division euclidienne de X* par y4 donne :

= Qk(X)XA(X) + akXQ + ka + C avec (ak,bk,ck) e R3.

donc Yk eN, A¥ = apA? +byA+cilz (). Les équations x4(-1) = x4 (=1) = x4(-2) = 0 conduit au systéme

(-1)* = ap—bp+ok
E(-1)F1 = —2a + by,
(—Q)k = 4ak - 2bk + Cr

donc Yk eN, ap = (-1)k(2F —k-1), by = (-1)* (2" -3k -2) et ¢ = (-1)*(2% - 2k). La relation () donne alors

-2k ok+l _ 3k _ 9 2k k-1
VkeN, AF=(-1)F|-2F1 12k +2 —2M243k+5 281 ik+2]
k+2 _ 9k —4 k3 _3k -8 22 _f_3

Corrigé de I'exercice 48. On a [],(u) = 0z(g)y donc ([T, (u))p = [Tu(ur) = 0z(r).
Le polynéme [],, est annulateur de ur donc [],,,. divise [],,.

Corrigé de I'exercice 49. x4 = (X - 1)%. La matrice A n’est pas diagonalisable donc [T = (X - 1)%.
xB = (X -2)(X -3). La matrice B est diagonalisable donc [T = (X - 2)(X - 3).

Corrigé de I'exercice 50. 1. Supposons x4 = X™. D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, x4(A) = O,, donc A™ = O,, et
par suite, A est nilpotente.

Inversement, supposons A est nilpotente. D’apres le cours, A est sembleble & une matrice triangulaire supérieure stricte,
donc x4 = X".

2. Supposons [T4 = X?. On a [J4(A) = AP = O,, et AP~! est non nulle donc A est nilpotente d’indice p.

Inversement, Supposons A est nilpotente d’indice p. On a AP = O,, et AP~! est non nulle. Le polynéme XP? est annulateur
de A donc []4 divise XP? donc [T4 = X" avec r < p. Si r < p, alors A" = O,, et par suite, p<r. Dot []4 =

Corrigé de I'exercice 51. Soient A, B € M,,(K) deuc matrices semblables : A= PBP~! ou P e GL,(K). On a :

[T4(A) = PIT4(B)P™" et T1p(A) = PIIx(B)P!
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donc [T4(B) = O, et [I5(A) = O,,. Par suite, [ divise [T4 et [T4 divise []z. Comme les polyndémes [ et []p sont
unitaires, alors [T4 =[Ig-

Corrigé de I'exercice 52. 1. Supposons rg A =1 et notons C1,...,C), les colonnes de A. On a

rg A =dimIm A = dim Vect (01,...,Cn) =1

Uy
donc il existe U =| ¢ | e M, 1(K)~ {Onyl} tel que dim Vect (Cl7 .. ,Cn) = Vect (U). Comme chaque C; est dans Vect (U),
Unp
U1
on a C; = v;.U avec v; € K pour tout 1 <i<n. Posons V=] : | e M, 1. La colonne V est non nulle car A n’est pas nulle.
Un
Ainsi,
ViU ... UpUg Uy
A:(vl.U,...,vn.U): = (vl,...wn):UVT.
Villy ... Uplp Up,

Inversement, supposons qu’il existe U,V e M,, 1(K) \ {Onyl} telles que A =UVT. Avec les notations précédentes,
rg A = dim Vect (Cl, . 7C’n) = dim Vect (vl.U, . 7vn.U) = dim Vect (U)

et puisque U est non nulle, on a donc rg A = 1.

2. Si A est une matrice carrée de rang 1 alors, d’apres la question précédente,

A2=pVvTUvVT
= VTU.(UVT) car VU est un scalaire
=V'U.A

De plus, VU = iviui =Tr(A). Ainsi, A% = Tr (A).A et le polynéme X2 — Tr (4).X est un polynéme annulateur de A.
Supposons rg (AS:i 1.
a. On a []4 divise X? - Tr (A4)X donc [T4 =X, X - Tr(A) ou X% -Tr (A4)X.
e SiJI4 =X alors A est la matrice nulle, ce qui est exclu.
n si Tr(A)=+0

i est exclu.
0 s Tr(A)=0 ce qui est exclu

o Si[lqg=X-Tr(A) alors A=Tr(A).I, et donc rg A = {

Doou [T, = X2 -Tr(4)X.
b. D’aprés la question précédente, Sp A = {O, Tr (A)} donc
I, + A est inversible si, et seulement si, —1 ¢ Sp A si, et seuelement si, Tr (A4) # —1.

On sait que (In + A)_l e K[I, + A] c K[A] donc il existe P e K[X] tel que (I, + A)_l = P(A).
Par ailleurs, pour k > 2, A* = Tr (A)¥ 1A donc (In + A)71 est de la forme :

(L, + A)_l =al, + BA avec (o, ) e K2

Le calcul (In +A)_1(In +A) =1,, donne al,, + (a+6(1 +Tr (A)))A =1,. La famille (In7 A) est libre, donc nécessairement,
1l et g -1
o= = —_—
1+Tr(A)
-1

D’Ofl (I’I’L + A)71 = I’I’L + mA

Corrigé de I'exercice 53. X" — 1 est un polyndéme annulateur de A donc []4 divise X™ — 1. Si deg]]4 < n alors la famille
(In,A,AQ, .. .,A”_l) serait liée donc deg[]4 = n et par suite, [J4 = X" - 1.

n-1
Les racines de [] 4 sont les e*™* 1<k <n -1 donc Tr(A) = > e?imlk — ),
k=0

Corrigé de I'exercice 54. Le polynome X2 —1 est annulateur de u et on a X®-1= (X -1)(X%+ X +1). Les polynémes X -1

et X2+ X +1 sont premiers entre eux, par le lemme de décomposition des noyaux,
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ker(u® - Idg) = ker(u - Idg) ® ker(u? + u + Idg).

Aussi, ker(v® - Idg) = ker(Oz(py) = E. Ainsi, E = ker(u-1dg) @ ker(u? +u +1dg).

Corrigé de I'exercice 55. Le polynome X* + X est annulateur de u et on a X4+ X = X (X3 +1). Les polynoémes X et X>+1

sont premiers entre eux, par le lemme de décomposition des noyaux,
ker(u* +u) = ker(u) @ ker(u® + Idg).

Aussi, ker(u* + u) = ker(Oz(y) = E donc E = ker(u) @ ker(u® +Idg). Or (v® +1dg) ou = 0z(py donc Imu c ker(u® + 1dg).
De plus, si = € ker(u® +Idg), alors « = —u®(2) € Imu donc ker(u® + Idg) c Imu et par suite, ker(u® + Idg) = Imu. Dot
E =ker(u) @ Im u.

Corrigé de I'exercice 56. Soit P €K, [X]. On a

1

F(P) = olo(P) = X70(P) () = X7 () PO = POX)

donc ¢? = Idg, [x7]- Ainsi, le polynome X 2 _1 est annulateur de ¢ et scindé & racines simples donc ¢ est diagonalisable.

Corrigé de I'exercice 57. 1. On a A% =1,. Le polynome X2 - 1 est annulateur de A est scindé & racines simples sur R donc
A est diagonalisable dans M4 (R).

2. Ona
X 0 0 -1 X-1 0 0 -1 10 0 -1
0 X -1 0|9 elr&ie®ix-1 Xx-1 -1 0 IS T T TV I 7oy
XA = = =(X-1) =
-1 X 0 X-1 X-1 X 0 11 X 0
-1 0 0 X X-1 0 0 X 10 0 X
0 0 0 -X-1 0 0 0 1
-X-1 1
(X -1)2 00 0 = (X -1)*(X +1)? 00 0
11 X 0 11 X 0
1 0 0 X 1 0 0 X
) s . . 2 2|1 1 2 2
On développe selon la premiere colonne (deux fois), on obtient x4 = —(X -1)*(X +1) L oolT (X -1)*(X +1)~.

1
3. La décomposition en éléments simples de la fraction — s’écrit :
XA

1 a b c d
(X-12(X+1)2 (X-12 (X-1) (X+12 (X+1)

1
avec (a,b,c,d) e R%. La fraction — étant paire, donc par unicité de la décomposition, a = c et b= —d.

XA

1
Onaa=(X-1)>— =1/4. La décomposition ci-dessus devienne :

XAlx=1

12 b d
(X-1)(X+1) (X-1) (X+1)

~1/2

etb= (X-1)—t= | =-1/4. Ainsi,
(X-D(X+1) |y,
1 1/4 ~1/4 1/4 1/4

A (X012 X1 (X+12 (X+1)
1 1
4. a. Comme u est diagonalisable, on a E_1(u) @ Ey(u) = M4 1(R). Onal= Z(X ~1)2(X +2)- Z(X +1)%(X -2), donc

Id = i(u ~1d)?(u + 21d) i(u +1d)%(u - 21d)
c-a-d Id = P11+ D2
o SixzeFi(u),alors (u—1d)(z) =0 donc
() = i(u 1) (u + 21d) (2) = i(u + 21d) (u - 1d)%(x) = i(u +21d) (u - 1) (u - 1d) () = 0.

———
=0
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. SizeE.i(u), alors u(z) = — done
p1(zx) = i(u ~1d)?(u+21d)(z)
_ i(u _1d)2(u(x) + )
- (- 1P ()
- i(@ﬂ ~ 20 +1d)(x)

_ i(u2(m) —ou(z) + )

1
:Z(x+2x+x)::£

Ainsi, p; est la projection sur F_j(u) parallelement & Eq(u).
Pour ps, on a :
o SizeFE_1(u), alors pi(z) =z donc pa(z) =x -p1(x) =x -2 =0.
e SixzeFi(u),alors p1(x) =0 donc pa(x) =z -p1(x) =2-0=uz.
Alinsi, py est la projection sur Fj(u) parallelement & E_q1(u).
b. p1 et po sont les projecteurs spectraux de My 1(R) associés & la somme directe My 1(R) = E_1(u) ® E1(u). D’apres le
cours, u = —pp + Pa.
c. Récurrence sur k € N.
Initialisation : Pour k =1 la propriété est vraie d’apres la question précédente.

Hérédité : Soit k € N*. Supposons la propriété est vraie au rang k et montrons le au rang k£ + 1. On a

uMtt = uuk = (—Pl +P2)((—1)kpl +P2) = (—1)“1 P? — DP1p2 Jf(—l)]C Pp2p1 +P§ = (_1)k+1p1 + 2.
— =
=p1 =0 = p2
Donc la propriété est vraie au rang k + 1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout k€ N, u* = (—1)kp1 + pa.

1

d. Ona0¢Spu-= { -1, 1} donc w est inversible. Aussi, u? = p; + pa = Id. Ainsi, v} = u = —p; + pe. D’ott ™ = —pq + po.

Ak kAFIB
Corrigé de I'exercice 58. 1. D’abord, montons que pour tout k € N*, MF = ( .

O, Ak

Récurrence sur k e N*.

Initialisation : Pour k =1 la propriété est vraie.

Hérédité : Soit k € N*. Supposons la propriété est vraie au rang k et montrons le au rang k+ 1. On a

A B) (Ak kAle) ) (A’““ kA¥B + BAk) ) (Ak“ (k+ 1)Ak3)

Mk+1 _ MMk —
(On Al\O, Ak On Ak+1 O, Akl

car A*B = BA* puisque AB = BA. Donc la propriété est vraie au rang k + 1.
Ak kAk-lB)

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout k € N*, MF = (O )
n

P
Maintenant, soit P = " arX* eR[X]. On a

k=0
p p p p
» , Yard* Y karABL D ap AP (Z kakAkl) B
P(M) = Z akMk = aolgn + Z akMk = a()IQn + k=1 k=1 P = | =0 k=1 P
k=0 k=1 O, Z CLkAk O, Z akAk
k=1 k=0

donc P(M) = (P(A) P,(A)B).

0, P(A)

A " (A)B
2. Supposons M diagonalisable. On a []; est scindé & racines simples et Og, = [Ty, (M) = (HM( ) Ty (4) ) donc

On T (A4)
[Ta(A) = O, et par suite, [T, divise [T, donc nécessairement [] 4 est scindé & racines simples et cela veut dire que A est
diagonalisable.

Aussi, [T3,(A)B = O,,. Mais [T, et [1}; n’ont aucune racine complexe en commun donc premiers entre eux. La relation de
Bézout donne 1 =U [T, +V 1}, En évaluant celle-ci en A on obtient
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L, = U(A)- T (A) +V (4). Ty (4) = V(4). T (4)
=0,

donc [T, (A) est inversible et par suite, B est nulle.
Inversement, supposons A diagonalisable et B nulle. Il existe P € GL£,(R) et D € M,,(R) diagonale telles que A= PDP™L.

On a alors
A 0,\ (PDP! n P O,\[D O,\(P" O,
M - 0] _ Oi1 _ 0 (0] 071 _QAQ!
0, A O, PDP O, PJ\O, D O, P
=Q A
avec A € Mo, (R) diagonale et Q € GLo,(R). Ainsi, M est diagonalisable.
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