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TD N°2

Espaces vectoriels normés (correction)

Normes et suites dans un evn

, 1
Corrigé de I'exercice 1. 1. Pour la norme |.|;. Soit f € E, on a | f|1 det [ |f(¢)|dt.
0

e Séparation : Soit fe E. On a
1
If1i=0 = [ 17®lat=0 = vie[0,1], [f()]=0 = vee[0,1], f()=0 = f=0.

Car t —> | f(t)| est continue et positive sur [0, 1].

o Homogénéité : Soit fe E et AeK. On a
1 1
ISli= [ f@iae= [ i@lae= NI
o Inégalité triangulaire : Soit (f,g) € E%. On a

IF +gli= [ 150 +glats [ 1rolacs [ loolat =1k + gl

D’ou |.|; est une norme sur E.
1

, 1 5
Pour la norme |.[. Soit f € E, on a Hf||2d§f(f |f(t)|2dt)2.
0

e Séparation : Soit fe E. On a

I7l2=0 — ([TI7@)Par) =0 — vee[0.1), [F(OP =0 — Vee[0.1], f(1) =0 — f=0.

Car t — |f(t)[* est continue et positive sur [0, 1].

o Homogénéité : Soit fe Eet AeK. On a
o= ([ wsorar) = ( [ ropar) - Wi
o Inégalité triangulaire : Soit (f,g) € E%. On a
If + gl = [ 17) +g(n)ar
= [150 + 27 (9(0) + 900t
< [rmpare2 [Crmg@iar+ [ lawPar

1 ) 1 ) 3 1 ) 3 1 )
< [0 ) dt+2( [O £ dt) ( [O 19(0)| dt) . [0 g(t)2d¢ Tnégalité de Cauchy-Schwarz

: (( [rorar) «(f 1|g<t>|2df)$)2 - (1512 + Igks)”

donc [ f +gl2 <[ fl2+ lgl2-

D’otu |.|2 est une norme sur E.
Pour la norme |.|s. Soit f € E, on a | f]e % sup [f(£)].
€[0,1]

e Séparation : Soit fe E. On a
[Flloo =0 ==Vt e[0,1], 0<[f(D)| < [floo =0 =Vt €[0,1], [f(})[ =0 =Vt e[0,1], f(t) =0 = f=0.
e Homogénéité : Soit fe F et AeK. On a
[A-flloo = sup [A.f(2)] = sup IALLF] = Al sup [f(£)] = A f]oo-

te[0,1] te[0,1] te[0,1]
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o Inégalité triangulaire : Soit (f,g) € E%. On a
vt e [0,1], [f(8) + g <|f (D] +1g(®)] <[ flloo + 9]0

done | f + gl = s[tolpl]lf(t) + 9O <[ flloo + gl
te|0,

Dot |.|| est une norme sur E.
2. Pour la norme |.|;. Soit A = (am)lgsn cFE,ona |A|; “ sup Z]a”|
l<j<p 1<j<pi=1

e Séparation : Soit A = (a”)1<z<n €eFE.Ona
1<j<p

|Alr =0 = V(i,j) e [1,n]] x [[1,p]], 0 <|as;| < [|A]1 =0
- V(i,j) € [[1,71]] X [[Lp]]a Qij = 0
= A=0y,

o Homogénéité : Soit A = (a”)1<l<n eEet AeK. Ona
1<j<p

n
IA-All1 = sup ZIA aij| = Al sup »-laq ;| = [\ Al
1<j<pi=1 1<j<pi=1

o Inégalité triangulaire : Soit A = (a”)1<z<n eE, B= (b”)1<z<n €F.Ona

1<j<p 1<j<p
Viel Z|aw +bij| < Z|am| + Z|bw| < sup Z|au| + sup Z|b gl <A+ Bl
i=1 1<j<pi=1 1<j<pi=1

done [ A+ Bl = sup 3as; +bil < |l +Blh.
1<j<pi=1
D’ott |.||; est une norme sur E.

=

(P
Pour la norme |.[2. Soit A = (ai,j)lsign € E,ona |A|2 e (Z Z|ai,j|2) .
1<j<p i=14=1

e Séparation : Soit A = (a”)1<1<n €. Ona
1<j<p

|All2 =0 = (é ;|ai,j|2)2 =0 = V(i,j) e [L,n]] x[1,p]], aij =0 = A=0y,.

o Homogénéité : Soit A = (a”)1<z<n ceFet AeK.Ona

1<j<p
n p ) 3 n p ) %
Il = (£ Sl = (% Sel) = Wil
i=1j= =14=1
o Inégalité triangulaire : A = (a”)1<z<n €eE, B=(bij)ici<cn € E. On a
<p 1<j<p
n p 9
[A+b]3 =3 Y lai + byl
i=1j=1
n p
=ZZ|a?]+2a”b +b2|

-
1]
—_
.
Il
—_

P
|alJ| +2Z Z|aw igl + Z Z|bw|2

™M=
™M=

i=1j=1 1=1j=1 i=1j=1
n p n p 9 % n p 9 % n p
<> Z\am\Q +2 (Z > lai ) (Z > 1bi gl ) I bij|* Inégalité de Cauchy-Schwarz
i=1j=1 i=17=1 i=17=1 i=17=1
1 1\2
n p 9 2 n p 9 2 9
(S Zhe) (S 2m) | - (al+ 121)
=14=1 i=17=1

donc [ A+ B2 < |Af2 + [ Bl
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D’otu |.|2 est une norme sur E.

Pour la norme |.|s. De méme que |.|; ou on remarque aussi que ||Alo = [|A"|;.

Corrigé de I'exercice 2. Pour la norme ”Hl Soit A = (ai’j)lg,jgn € Mn(K) et B = (bi,j)lsi,jsn € ./\/ln(K) On a

v(i,5) € [1,n]?, (AB)ij =3 aixbr,
k=1
Soit j € [[1,n]], on a

5 Sl - z|bk,j|(z|ai,k\) c ( sup z|aw|) S by < ( sup z|au|)(sup zwm) AL Bl
=1 k=1

k=1 i=1 <jsn =1 <jsn =1 1<jsn =1

n
donc [|AB[1 = sup Y [(AB);;l < |Al1] Bl
1<j<n =1

Pour la norme HHQ Soit A = (aijj)lgmgn € Mn(K) et B= (bi,j)lgi,jgn € Mn(K) On a

|AB|3 = 3 1(AB),l°

ij=1
n | n 2
= Z a; by j
i,J= 1 k=1
n n
< Z a17k|2) (ZV)MF) Inégalité de Cauchy-Schwarz
i,J= 1 k=1 k=1
2 - 2 21 2
= Z lai il || 22 Iowsl" | = A1 B2
ik=1 j.k=1

donc [AB|2 < || Al 2] Bl 2.

Pour la norme ||.|s. De méme que |.|; ou on remarque aussi que ||Allo = || A" .

Corrigé de I'exercice 3. 1. Pour NV;.
o Séparation : Soit f € Cl([O, 1] ,K), on a
Ni(f)=0 = f(0)=0¢et |f'|oo=0 = f(0)=0et f'=0 = f(0)=0et f est constante =— f =0.
« Homogénéité : Soit feC'([0,1],K) et AeK. On a
Ni(A-f) = AL O) + IA-f oo = [NLFON + INLF = IAINLCS)-
o Inégalité triangulaire : Soit f,g€C'([0,1],K). On a
Ni(f+9)=11(0) + g(O)| + [f" + g'lleo < [F(O) + [/ oo +1g(0)[ + |9 [0 = N1 (f) + N1(9)
Pour Ns.
o Séparation : Soit f € Cl([O, 1] ,K), on a
No(f)=0 = [fleo=0¢t [f']ec =0 = f=0.
« Homogénéité : Soit feC'([0,1],K) et AeK. On a
Ni(Af) = A flloo + IA-f oo = [N f oo + [AILf oo = [A[N2(f).
o Inégalité triangulaire : Soit f,g€C'([0,1],K). On a

Ni(f+9) = If+gloo+ 15+ 9 oo <[ flloo + Iglloo + [ oo + 9" lo0 = N2(£) + Na(g)-
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2. Soit feC([0,1],K). On a Ni(f) = [f(O) + [/ oo < [ flloo + || = Na(f)-
D’autre part, pour tout f e FE :

voe[0.1), f@)=|ro+ [ foa
<lfOf+ I 0t
<UFO)]+ /'] [ at

<|F O+ oo
<IFO)+ [ f oo = N1(f)-

Donc | flleo < N1(f) et Na(f) = [ flloo + [/ o0 <2N1(f). D001 :
VfECl([O,l],K), Nl(f) SNQ(f) SQNl(f)

et les normes Ny et Ny sont équivalentes sur C*([0,1],K).

Corrigé de I'exercice 4. La suite (fn) N de CO([O, 1] ,K) définie par : Vt € [0,1], fn(t) =t" vérifie :

ne

[fols . nt1  falleo oy o Mleo o g

Vn eN, = ,
Ifeli v2n+1" |fals I fnl2

Donc, les suites réelles ( | |2) , ( ”fn”oo) et ( ”f””m) ne sont pas bornées.
[ fallt )™ \ Sl Joen | frll2 ) per

1
Corrigé de I'exercice 5. On pose, pour P € R, [X], Ni(P)= sup |P(t)| et No(P) = f |P(t)|dt.
te[0,1] 0

Nj et Ny sont deux normes sur l'ev R, [X] qui est de dimension finie (dimR,, [X] =n + 1) donc les normes N;

et INo sont équivalentes, en particulier, il existe A > 0 vérifiant :

1
; |P(t)|dt > A sup |P(t)| pour tout P dans R, [X].
te[0,1]

Corrigé de I'exercice 6. Soit a = (a1,a2) € A. On a

|z —al2 = |(21 - a1, 22 - a2) |2 = /(21 — a1)? + (22 — as)?

=V(1-a1)?+ (-1 -2a1)?
=\/g (a1+1)2+2

5
9

>vVH —

_f\/%

_ 3

V5
¢oalité si, ot seulement si, ay = 2 done d(w, A) = inf |z — afs = —
avec egalite s1, et seulement 81, a1 = —, a2 = —, donc Z, =1MI|r—-a = —.
g ) 1= 5 2= % It 2 75
y\> .3
Corrigé de I'exercice 7. 1. Soit (z,y) € A. On a (x + 5) + Zy2 =1 donc
3, 2
—y <1 lyl < —= 1
Pooe =1 VB = @pests—,
(x+—) <1 |z <1+ — V3
2 V3

par suite, A c By (O, 1+ %)
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1 1 %
2. On pose b, = (Tn,yn) € R? avec z, = n + ™ et Yy, = n - s On a 22 —y2 = 1 donc (by), € BY et
n n
[br]1 = 2n ——— +o0. Par suite, B n’est pas bornée.
n—+00

Corrigé de I'exercice 8. 1. A est une matrice diagonale donc A" = diag (1/2", 3"/5™, 1/3") — diag ((), 0, 0) = Os3.
n—+oo

Ainsi, (A™),, converge et de limite nulle.

1 0 0
OnaVneN, B"=[0 (-1)" (-1)"*']. La suite ((—1)")n diverge, donc la suite (B"),, diverge.
0 0 0
-1 1 2 ?
Corrigé de I'exercice 9. On a (A-13)?=]-1 1 2| =03. Soit neN, on a
0

An = (A—Ig-i—lg)n

n
= Z (Z)(A - 13)k bindéme de Newton car A — I3 et I3 commutent
k=0

(e
=I3+n(A-13).

Done A" = 11y + (A-Ty) — (A -Ty).
n n n—>+o0o

Corrigé de I’exercice 10.

1. On a f, est continue sur [0,1] donc f, € E.
1 1/2n 1/n 1
2. |l = f [ (0)|dt = f ontdt + f “on(t-1/n)dt = —
0 0 1/2n n
et donc

anHl — 0. 1
n—+00

Ainsi, la suite ( f”)n converge vers 0 pour la norme |.||1.
I est clair que | f, [ = 1 donc la suite ( f”)n ne converge pas vers

0 pour la norme |. | .

3. On retrouve que les normes ||.| et |.|]1 ne sont pas équiva-

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

lentes. 1/2n 1/n 1

1
—— 0 donc 0 est une valeur d’adhérence de la suite (2,)n>1-
2n+1 n-+oo

2. Soit £ une valeur d’adhérence de la suite (zy,)n>1. Supposons £ > 0. Il existe ¢ : N* — N* strictement croissante

Corrigé de I'exercice 11. 1. On a Top,1 =

telle que z,(,,) —— . On a

n—+oo

p(n

Inw, e, = Inl — (-1)*™1ne(n) — Inl/ = |Inp(n)| — [In ¢|

ce qui contredit le fait que p(n) ——— +o0. Par suite, £ =0 et 0 est la seule valeur d’adhérence de (z;,)n>1-
n—+oo

3. On a x9, = 2n ——— +oo donc la suite (x,),>1 diverge.

n—+oo

Corrigé de I'exercice 12. 1. On a
reB(a+br) < |[vr—-a-bl<r < z-aeB(b,r) < wea+B(br)

donc a + B(b,r) = B(a+b,r).
2. Soit € AB(a,r), donc x = \y avec y € B(a,r) et
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|2 = Aal = [Ay = Aa| = |A[ly — al <|A|r
c-a-d x € B(Aa, |A|[r) et AB(a,r) c B(Aa, |A|r). De plus,
B(a, \r) = A%B(/\a, Alr) € AB(a,r).

D’ou I'égalité : AB(a,r) = B(Aa, |A|r).

3. D’apres les deux questions précédentes :

B(a+b,r+s)=a+b+B(0,r+s)
=a+b+(r+s)B(0,1)
=a+rB(0,1)+b+sB(0,1)
=a+ B(0,r)+b+ B(0,s)
= B(a,r) + B(b,s).

Topologie dans un evn

Corrigé de I'exercice 13. Soit A € K*.

e Supposons A ouvert et soit x € AA. Il existe a € A tel que x = Aa. Comme A est un ouvert, il existe r > 0 tel
que B(a,r) c A donc
B(z,|Alr) = B(Aa,|Alr) = AB(a,r) c AA.

Par suite, AA est un ouvert.

« Supposons A fermé et soit (x,), € AN telle que x, —— x € E. On a x, = \a,, avec a, € A donc
n—>+00

1 1
ap=—Tp, ——> —xT=a€A et x=MXaelA.
A nodoo A

Par suite, AA est un fermé.

neN*
-1 1 -1 1 ala limite
xeﬂ]—,—[aneN*, —<r<— = z=0
nensd mn n

-11 -1 1
donc ]—,—[C 0. Par suite ]— —[: 0;.
n[g;* n'n {} ’RQI* n'n {}
Conclusion : une intersection quelconque d’ouverts n’est pas nécessairement un ouvert.

On a Vn e N*¥, [i,i]c]—l,l[donc U [i,i]c]—l,l[et
n+l n+1 nerLln+1 n+1
xe]-1,1[ = 3IngeN~, 0y 0
TLO+1 TLO+1
car sinon Vn >1, x> oux < et a la limita, z>1oux < -1
n+ n+
-n n
= zTE€ e
ng;*[rwl n+1]
-n n -n n
donc |-1,1[ c [ , ].Par suite, [ , ]: -1,1].
] [ nELI\JI* n+l n+1 nELI\JI* n+l n+1 ] [

Conclusion : une intersection quelconque de fermés n’est pas nécessairement un fermé.
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Corrigé de I'exercice 15. On a 7 = min{|:c —-n|,Jx-n- 1|} = min {x -n,n+1- :c} et

yelr—-rx+r[ < -r<x-y<r
= rz-n-1<-r<zx-y<r<x-n
== n<y<n+l1l

= yeR\Z

donc |z -7,z +r[ c R\ Z. On vient de montrer que R \ Z est un ouvert, donc Z est un fermé.

Corrigé de I'exercice 16. Par définition de la limite, il existe ng € N tel que Vn > ng, |z, —z| < 1/4. Donc
Vn>ng, |xn—Tpyl = |2y — Ty + @ — 2| < |2 — 2| + |T0y — 2| < 1/2

nécessairement, Vn > ng, Tp —Zn, =0 car |z, — zp,| € N.

Par suite, il existe ng € N tel que x,, = x,,, pour tout n > ng et, a la limite, = z,,, € Z. Ainsi, Z est fermé.

Corrigé de I'exercice 17. Si x € 2, il existe r > 0 tel que Jx —r,z +r[ c Z et ceci est absurde, donc i =g.

Size @, il existe r > 0 tel que Jz —r,z+r[ c Q et ceci est absurde car entre deux réels il existe un irrationnel,
donc @ =d.

SizeR i Q, il existe r > 0 tel que Jz—r,z+7r[ c R~ Q et ceci est absurde car entre deux réels il existe un

rationnel, donc R\ Q = @.

Corrigé de I'exercice 18. 1. Soit £ € O + A donc = = xg + a avec xg € O et a € A. Comme O est un ouvert, il existe
r >0 tel que B(xo,r)c O et

B(z,r)=B(xo+a,r)=a+ B(zg,r) c O+ A.

Par suite, O + A est un ouvert.

)
2 neN*
—_—
ouvert

est un fermé. L’ensemble A + B n’est pas fermé. En effet :

1 1 1
2. On a Z est un fermé et ’ensemble R\ B = ]—w —[U U In-—,n+1—-———| [ est un ouvert donc B
2n 2(n+1)

ouvert

A+B:{(m+n)—%, meZ, neN*}:{k—%, keZ,neN*}.

1 1
La suite (x,,), définie par xz, = —— vérifie : x,, =—n+n—-—€e¢A+B et ©z,—— 0¢ A+ B.
on — on n—>+oo
€A ~—m—
eB

Corrigé de I'exercice 19. 1. a. Soit x € A, il existe r > 0 tel que B(x,r) c A donc z € A et A c A.

Soit x € A et soit >0, ona |z -z|=0<r donczeAet AcA.

b. Si A est ouvert alors A = U o=AU U O | > A donc A c A et par suite, A = A.
O ouvert de E O ouvert de E
OcA OcA, O+A

o

[e]
Si A = A alors comme A est un ouvert, A est un ouvert.

c. Si A est fermé alors A = N F=AN (N F|cAdonc Ac A et par suite, A= A.
F fermé de FE F fermé de F
AcF AcF, F+A

Si A = A alors comme A est un fermé, A est un fermé.

d. Supposons A c B et soit x € A, il existe 7 > 0 tel que B(x,r) c A c B donc il existe r > 0 tel que B(x,r) c B
et x € B. Par suite A c B.
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e. Supposons A c B et soit z € A, donc Vr >0, B(z,7)NA % & et donc B(z,r)NB # & c-a-d = € B. Par suite
AcB.

)
.Ujo

f Ona ANBcAet ANBcB —> ANBcA et ANBcB —> ANBc

Inversement,

N

re A\B = 3r1 >0, B(x,r1)c A et Iry>0, B(z,r3) c B
= 3Ir =min(ry,r2) >0, B(z,r)c A(\B

= zecA(\B

donc jlﬂécAﬂB d’ou I’égalité AﬂB::Zlﬁé.
g. Ona ANBcAet ANBcB = ANBcA et AﬂBCB — AﬂBcAﬂB.

]

h.OnaAcAUBet BcAUB — ACAUB et BcAUB —— AUBCAUB.

i Ona Ac AUBet Bc AUB —> AcAUB et Bc AUB — AUBc AUB.
Inversement, AU B est un fermé qui contient AJ B donc il contient AU B donc AUB c AUB d’ou I’égalité
AUB=AUB.
2. melusmnAﬂBcAﬂBeststrlcteeneffet pour A=R\Q, B=Q, onaAﬂB & etAﬁB R.

LlnclusmnAUBcAUBeststrlcteeneffet pour A=R\Q, B= Q,onaAUB F et AUB R.

Corrigé de I'exercice 20. Soient E' un evn et F' un sev de E. Soient (x,y) € F et A e K. Montrons que z+ Ay e F. 1l

existe (,)n € FY, (Yn)n € FY telles que z,, — x et y, —> y, donc
n—+oo

n—+00

Ainsi, z + Ay € F d’oul F est un sev de E.

Corrigé de I'exercice 21. Supposons F' # @ et soit xg € F, il existe r > 0 tel que B(xg,r) c F. Soit x € E.
e Sizx=0,alorsxekF.

e Six#0, considérons le vecteur y = xg+ ——x. On a |y - zo| = —— ||| < r c-4-d y € B(xg,r) donc y € F

2H | 2” |

et par suite x = 2r|z| (y — xo) € F.
———
er

D’ou E c F' et par suite, ' = E.
Supposons F' est un ouvert de E, alors F' = F et en particulier 0 € F c-a-d F' # & donc d’apres ce qui précede,
F=F.

Corrigé de I'exercice 22. On a d(z, A) = in%f1 |z —a|. Par la caractérisation séquentielle de la borne inférieure,
ae

d(z,A)=0 < Ve>0,3acA, 0<|z-al<0+e.

DonczeA < Vr>0,3acA, |z-a|<r < d(z,A)=0.

Corrigé de I'exercice 23. Posons D = {P eE, P(2)= O}. Soit P € E et considérons la suite (P”)n>0 ¢ EN définie par

P,=P+P(2) (%)n On a P,(2) = P(2) - P(2) = 0 donc (P,) _ € D" et
(E)” _P@I
2

n n—>+0o

=|P(2)| sup
te[-1,1]

P -Pl=Pey (5)

donc P, —— P. D’ou D est dense dans F.

n—>+00

Corrigé de I'exercice 24. Supposons H n’est pas fermé et montrons que H est dense dans E. Ona H c H c E et
H ¢ H, il existe ae H~ H , donc H @ Vect (a) c H. Mais E = H ® Vect (a) dou H = E.
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Continuité d’une application

Corrigé de I'exercice 25. Soit = un point de la sphere unité de E donc ||z| = 1. Considérons la suite (x,), € EN

définie par z,, = " 4 Ona |zn| = o |z| <1 donc f(x,) =0 pour tout n € N.
n+1 n+1
Par ailleurs |z, —z| = || 0. Ainsi, la suite (z,,), converge vers z mais la suite ( f (xn))n ne converge

n+1 n—>+o0
pas vers f(z).

Corrigé de I'exercice 26. La fonction f:z — sin(7x) est continue sur R et
f(x)=0 < sin(mzr)=0 <= nrenZ <= zeclk

donc Z = f _1({0}). Ainsi, Z est un fermé comme image réciproque du fermé {0} par 'application continue f.

Corrigé de I'exercice 27. 1. soit (x,y) € E? et a€ A, on a
d(z, 4) < |z - a|
<z -yl +ly-adl
<l —y| +d(y,A) par passage a la borne inférieure
donc d(z,A) —d(y,A) < ||z —y|. Or x et y jouent des rdles symétriques, d’ou |[d(z, A) —d(y, A)| < ||z - y].
2. Soient (x1,...,2p) € By x...x Ey, (y1,...,Yyp) € BE1 x...x E,. On a, pour tout 1 <i<p:

ImiCar, - 2p) = miyrs - up) B = |2 = will g,

< i~ il B,
-{ggg\lwz vil &,

:N((£17...,$p)_(wly-"axp))

ou N est la norme produit définie sur I'espace produit Fy x ... x E,. D’ou m; est 1-lipshitzienne.

Corrigé de I'exercice 28. 1. Supposons f lipshitzienne sur R,, donc 3k € Ry, V(z,y) € (Ry)?, [z - /Y| <klz —y|.
e Sik=0,alors V(z,y) eR?, Jx= VY ce qui est absurde.

1 1
on aurait — <k = — ce qui est absurde

1
. Sik#0, ticulier, =0ety=15 ~ U ak?
i en particulier, pour z =0 et y = -3 2k~ 4k? 4k

donc f n’est pas lipshitzienne sur R,.

2. On sait qu'une fonction f de classe C' sur I est lipshitzienne si, et seulement si, f’ est bornée.
Ici, la fonction z — 22 est de classe C! sur R mais sa dérivée n’est pas bornée sur R, donc la fonction z — 22
n’est pas lipshitzienne sur R.

3. La réponse est négative. En effet : la fonction & —> x est lipshitzienne sur R mais 2 —> z2 ne I’est pas.

Corrigé de I'exercice 29. On montre que f(r) =7f(1) pour tout r € Q. Soit x € R, par densité de Q dans R, il existe

(rn)n € QY telle que 7, —— . Par ailleurs, f(ry,) = 7, f(1) pour tout n € N et, & la limite et la continuité de
n—>+00

f, on obtient f(z)==zf(1). D’ou f(x)=xf(1) pour tout = € R.

Corrigé de I'exercice 30. Soit (f,g) € E2.

o Pour la norme |.|; :
2(5) ()= | [ f@ae- [ gwad =] [ 10)-g(orar
o Pour la norme |.||2 :

s -awi< [rm-som s/ [man [Nrw-sofa= 1o

Inégalité de
Cauchy-Schwarz

<[5 - g0l =17 - gl

o Pour la norme |.|o :

1 1
2(7) - 2(@)|< [/ 10 -9(0ldt< sup 1F0)-(0)] [ dt=1f - gl
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nAppIications linéaires et multilinéaires continues
Corrigé de I'exercice 31. 1. Soient A, B € M, (R) et AeR. On a :
@(A+AB) = (A+AB,(A+AB)")=(A+AB,AT +\B") = (4, A7) + \(B, BT) = p(A) + \p(B)

donc ¢ est linéaire.

2. L’application produit matriciel ¥ : M, (R)x M,(R) — M,(R) est continue, car bilinéaire en dimen-
(A, B) — AB

sion finie et f =¥ o, donc f est continue comme composée d’applications continues.

3. {A e M, (R), AAT = In} = {A e M,(R), f(A)= In} = f‘l({ln}) qui est, un fermé comme image réciproque

du fermé {In} par I'application continue f.

Corrigé de I'exercice 32. On a A€ GL,(K) <= det A +0, donc
GLA(K) = {A e Mu(K), det A% 0} ={AeM,(K), det AeK*}=det™ (K*).

K* =K~ {0} est un ouvert comme complémentaire du fermé {O} et 'application det est continue car polynomiale

en les coefficients de la matrice. D’ou GL,,(K) est un ouvert.

Corrigé de I'exercice 33. 1. Soient A, B € M, (K) et AeK. On a :

V(Z,j) € [[1,n]]2, Soi,j(A + )\B) = (A + )\B) = Ai,j + )\Bi,j = (-Pi,j(A) + ASO%,J(B)

4,3
donc ¢; ; est linéaire et M,,(K) est de dimension finie, par suite ¢; ; est continue.

2. On a com A = ((-1)™ det(gpi’j(A)))lq.jm. Chaque application coordonnée A — (=1)"7 det(ip;;(A)) est

continue car composée de deux applications continues donc 'application A — com A est continue.

3. L’application transposée ¢ : M, (K) — M, (K) est continue car linéaire en dimension finie, donc
A — AT

I’application A — (com A)T est continue comme composée d’applications continues.

1
D’ou Papplication A —> A~! = 3 (com A)T est continue comme produit d’applications continues.

et A

Corrigé de I'exercice 34. 1. L’application ¢ est linéaire. Soit f € C([O, 1] ,R), on a
le(HI =17 < sup [f(B)] = [ f]eo
te[0,1]
donc ¢ est continue sur C([0,1],R) muni de la norme |.co.
2. L’application ¢ est linéaire. La suite (f”)n de C([0,1],R) définie par f,(t) = (n+1)t" vérifie

Ifalt nteo

VneN, |ful1=1, |<,0(fn)|=n+1 et

Par suite, ¢ n’est pas continue sur C([0,1],R) muni de la norme |.|;.

Corrigé de I'exercice 35. 1. ¢ est linéaire et pour tout f € E, on a

()= 1) = FOL<[FDI+ O < f oo + 100 = 20 f oo

1
donc ¢ est continue et ||| ¢ |[|= sup |o(f)]<2. Pour f:t—t— 5 on a égalité |o(f)| = 2| f|le- Dot ||| ¢ |||= 2.
[ flleo<1

2. ¢ est linéaire et pour tout f e E, on a

gfoltyf(t)ydtgfollf(t)ldt=!f||1

(P =| [ trar
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donc ¢ est continue et ||| ¢ |[|=  sup (Al < 1. La suite (fn) ¢ EN définie par f,(t) = t" vérifie
seppoy 110~
1 1 o(fn)l
Inli= o(f et
Dot [[[ ¢ l[=1

3. ¢ est linéaire et pour tout f € E, on a

=] [ st < [Nronoseome <\ [roran/ [ eosenpas

Inégalité de
Cauchy-Schwarz

! 2 L rt 1[sin(27t) ' 1 1 . .
Or [ |cos(mt)|"dt = = f (cos(27rt) + 1)dt = —[=—="Z 4+¢| ==, donc |p(f)| < —=|fll2 c-a-d ¢ est continue
0 2 Jo 2 2 0 \/_

1
et [l ¢ [lls —=. Pour f:t+— cos(mt) on a I'égalité [o(f)| = —HfH2 Dot [[[ ¢ lI= —
V2 V2 ﬁ

Corrigé de I'exercice 36. 1. Soit A = (a”)1<l<n e M, ,(K). Pour tout z € K”, on a
1<j<p

Z A4, j

]_

Vie[[1,n]], [(Az)i=

p
< Zlawll%l < ZlamleﬂHoo < ( sup Zlaml) %] oo

j=1 1<i<n j=1

1<Z<nj

En passant au sup sur i on obtient |A.x|s < ( sup Z|am|) [2] oo c-a-d |A.Z] oo < [|Alloo] 0 et par suite,

inf {C'>0, Vo e KP, |A2]oo < Clafoo} < | Ao

2. a. Si A=0,y, lerésultat est clair.
Si A # Oyy, il existe jo € [1,p]] tel que |y;,| = 1 et, puisque |y;| < 1 pour tout j € [1,p]], on a |y[o = 1. Par

ailleurs,

Vie [[1,n]], I(Ay)l—

.3 Yj

< Zlaml [yl < Zlaml < sup Zlaml = ( sup Zlaml) [l

1<i<n j=1 1<i<n j=1
donc Vi e [[1,n]], |[(A.y)i< HAllooHyHoo-

b. En passant au sup sur i on obtient |A.y]e = sup [(A.y)i| < | Ao |y]c- Par ailleurs,
1<i<n

p

[ gl

=1 20,]

P P
= > laig 51 = sup 3 lai;l = | Al |ylleo

j=1 1<i<n j=1

Z Qig,5Y5

donc [(A-y)ig| = [ Alles [y]leo et par suite, [A.yoo = [Alloo |y]loo-
[A-y]
[9]leo

inf {C'>0, Y e KP, [A.2o < Clfoo} > [Aluc

|(Ay)io| =

3. D’apeés la question précédente, on a : |Afe =

< inf {C’ >0, Ve e KP, |A.x|eo < C’||:c||oo} donc

Finalement, || Ao = inf {C’ >0, Ve e KP, |A.x|o < C’Hx”oo}

a Compacité

Corrigé de I'exercice 37. S est bornée et S = f‘l({l}) ou f:x+— ||z|, donc S est un fermé comme image réciproque

du fermé {1} par l'application continue f. Comme E est de dimension finie, alors S est un compact.
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Corrigé de I'exercice 38. 1. Soit (m,n) € N? tel que m # n. On a, pour tout ¢ € [0,1] :

|fm(t) _ fn(t)| — |62im7rt _GQinﬂ't|

ei(m+n)ﬂ't (ei(mfn)rrt _ efi(mfn)mt) |

=2 |sin((m - n)7rt)| <2,

et, ’égalité étant réalisée pour ¢ = € [0,1], donc | fom = frlleo = sup |fm(t) — fn(t)] = 2.
te[0,1]

2|m — n|
2. Supposons (f,)n posséde une valeur d’adhérence f € E, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que

fo(ny —— [, donc

n—+oo
V(m,n) €N27 m>n = Hf(p(m) _fgo(n)”w =2 (*)

a la limite dans () quand m — +oo, on obtient : Vn € N, |[f ) — fle = 2, et ceci est absurde puisque

fony — f. Ainsi, la suite (fy), ne possede aucune valeur d’adhérence.

n—+0o
3. Notons S la sphére unité de E. On a |[fu]e = sup |fu(t)] = sup [ = 1 donc (f,)n € SN et ne possede
te[0,1] te[0,1]
aucune valeur d’adhérence donc S n’est pas compact.

Corrigé de I'exercice 39. 1. Soit (), une suite de A+ B donc x, = a, + b, avec (a,), € AN et (b,),, € BY. 1l existe

¢ : N — N strictement croissante telle que a,,(,) ——— a € A. La suite (bw(n))n possede une valeur d’adhérence
n—+oo
dans B donc il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que by, (y(,)) ——— b € B. Par ailleurs
n—+00

To(p(n)) = G(i(n)) T Dp(pn)) ———a+be A+ B

n—+00
c-a-d a + b est une valeur d’adhérence de (x,,),. Ainsi, A+ B est compact.

2. Soit (x,), une suite de A + B telle que 2, — 2 € E. On éerit x,, = a,, + by, avec (ay), € AN et (by), € BY.
n—+oo

Il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que a,,,) — a € A donc
n—>+00

@(n

b y=a y——a-x

p(n) = Qp(n) = Top(n) -

comme B est fermé, a—z=beBetdoncx=a+be A+ B. D'ou A+ B est fermé.
A+ B n’est pas, en général, un compact. Il suffit de prendre B = F qui est un fermé mais A+ E n’est pas compact

car n’est pas borné.

Corrigé de I'exercice 40. L’ensemble des matrices non inversibles de M, (K) est un fermé car c’est le complémentaire

de ’ensemble des matrices inversibles qui est un ouvert.

La suite (Ag)ir de M, (K) définie par Ay = diag (k:,O,...,O) est non inversible et |Ag|2 = k PR +00, donc
—+o00

I’ensemble des matrices non inversibles n’est pas borné et par suite, n’est pas compact.

Corrigé de I'exercice 41. Soit x € F/. L’application f : K — R est continue sur le compact K, d’apres

y +— |y-a|
le théoreme des bornes atteintes, f est bornée et atteint ses bornes donc il existe g € K tel que f(xg) = in}f; f(y)
Ye

c-a-d |zg — x| = in}f{Hy —z||. Ainsi, il existe z¢ € K tel que d(z, K) = ||xg — z|.
ye

Corrigé de I'exercice 42. Par la caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il exite une suite (ay), de F telle
que |z - a,| —— d(z, F). En particulier, la suite (]2 - a,, ||)n est bornée et on a de méme pour la suite (a, )y
n—>+oo
puisque
VneN, [an| <[z - an|+]z].

—
bornée

D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass en dimension finie, on peut extraire de (a,,), une suite convergente

(@y(n))n- Notons a sa limite, on a alors
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a€F car F fermé et d(z, F) = nl_lﬂaoo”x —aymyl = [z -al.

Corrigé de I'exercice 43. 1. Supposons que f admet au moins deux points fixes z1 et zo (1 # 22). On a

If(z1) = f(22)] = |71 — 22| < [lz1 - 22

ce qui est absurde donc f possede au plus un point fixe.

2. La fonction f est lipshitzienne donc continue, donc l'application ¢ : K — R est continue
z — |f(z) -z
comme composée d’applications continues. Comme K est compact, d’apres le théoreme des bornes atteintes,
g est bornée et atteint ses bornes donc il existe ¢ € K tel que g(c) = inlf(g(x) c-a-d il existe ¢ € K tel que
xe

[f(x)—z| >|f(c)-c| pour tout x € K.

3. Si f(c) #calors |[f(e)—c| > |f(f(c))=f(c)|l =g(f(c)) ce qui est absurdre car || f(c)—c| est la valeur minimale
de g sur K. Par suite, f(¢) = ¢ et ¢ est un point fixe de f.

G Connexité par arcs

Corrigé de I'exercice 44. 1. U = {Z eC, |z| = 1},

e Premiere méthode : On a

Uz{ze(C, |z|=1}

={ew, HER}
={f(0), 0€R} ou f:R— U définie par f(9) =
= f(R)

Comme f est continue et R est connexe par arcs alors U est connexe par arcs comme image réciproque d’un
connexe par arcs par une application continue.
« Deuxiéme méthode : Soit (u,v) € U? donc u = e et v =e" avec (o, B) € R2.

L’application ~ : [0,1] — U est un chemin inscrit dans U d’extrémités u et v :
s iltar(1-1)8)

7(0) =€ = v, (1) =" =u. D’oit U est connexe par arcs.

2. U n’est pas étoilé : Va € U, 3z € U tel que [a,x] n’est pas inclus dans U. (prendre = = —a)

Corrigé de I'exercice 45. Soit (u,v) € (C*)2.
o Si0¢[u,v], Papplication 7 : ¢t —> tu + (1 - t)v est un chemin inscrit dans C* d’extrémités u et v.
o Supposons 0 € [u,v] et soit w ¢ [u,v]. L’application
(1) = 2tw + (1 -2t)u si te[0,1/2]
v (2-20w+ (2t 1) si te[1/2,1]
est un chemin inscrit dans C* d’extrémités u et v.

D’out C* est connexe par arcs.

Corrigé de I'exercice 46. Soit (a,b) € Q%. Supposons Q est connexe par arcs, il existe un chemin v : [0,1] — Q tel
que (0) = a et y(1) = b. Comme ~ est continue, par le TVI, 7([0, 1]) est un intervalle de R. Par ailleurs, la
densité de R \ Q donne l'existence d’un irrationnel « entre a et b donc « € 7([0, 1]) c Q ce qui est absurde. D’ou

Q n’est pas connexe par arcs.
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Corrigé de I'exercice 47. 1. Soit A, B € D, on écrit A = diag ()\1, ceey )\n) et B =diag (,ul, e ,,un) avec (Ag,...,A\p) €
K™ et (p1,...,1pn) € K™
L’application

~ : [0,1]] — D
t  — tA+(1-t)B=diag(tpn + (1-)A1,....tua + (1 -t)A\y)

est un chemin inscrit dans D d’extrémités A et B : v(0) = diag ()\1, e )\n) =A et (1) = diag (Mh . ,un) = B.
Par suite, D est convexe.

2. On a I, € Q. Soit A = (am—) € Q. L’application v : [0,1] — Q définie par

1<ij<
0 si 1>
’y(t) = tam- si 1<y
t+ 3t0. . . N .10
T’je J 81 1=7 ou ajj="T;5€ J

est un chemin inscrit dans Q d’extrémités I,, et A : v(0) =1, et (1) = A. (avec la convention 0° = 1)

Par transitivité, on peut joindre deux éléments quelconques de ). Par suite, €2 est connexe par arcs.

Corrigé de I'exercice 48. Supposons GL,(R) est connexe par arcs. L’application det est continue car polynomiale en
les coefficients de la matrice, donc det(gﬁn(R)) est connexe par arcs. Par ailleurs, det(GL,(R)) = R* qui n’est

pas connexe par arcs car n’est pas un intervalle, ce qui est absurde. D’ou G£,,(R) n’est pas connexe par arcs.

Corrigé de I'exercice 49. 1. Il est clair que A est convexe donc connexe par arcs.
2. L’inclusion g(A) c f/(I) découle du théoréme des accroissements finis. D’autre part, soit z = f'(a) € f/(I).
I étant un ouvert (car I = w_l(Rj:) ol ¢ : R? — R, définie par ¢(z,y) = y — z), donc il existe r > 0 tel que

Ja—r,a+r[ c I. On pose a, = a— — Alors (an)neny est une suite de I qui converge vers a. Comme f est
n+ o o o
dérivable en a, f'(a) = lim g(a,a,). Or g(a,a,) € g(A), donc z € g(A). D’ou g(A) c f'(I) c g(A).
n—+0o

3. g(A) est un intervalle de R et son adhérence g(A) est U'intervalle fermé qui a les mémes extrémités. Dans ces

conditions, f'(I) ne peut étre qu'un intervalle.

Corrigé de I'exercice 50. Soit (,7) € I% tel que x < y donc (z,y) € X et X est connexe par arcs car convexe. Par
ailleurs f(z)- f(y) = g(x,y) # 0 car f injective, donc g(X) c R*. La fonction g est continue car f I'est donc g(X)
est un intervalle de R, nécessairement, g(X) c R} ou g(X) c R* cela veut dire que f(x) > f(y) ou f(x) < f(y).

D’ou f est strictement monotone.

Corrigé de I'exercice 51. 1. Soient (a,b) € AxB et (a’,b") € Ax B. 1l existe un chemin ¢ inscrit dans A d’extrémités a
eta : p(0)=a, p(1) =d’. De méme, Il existe un chemin v inscrit dans B d’extrémités b et b’ : 1(0) = b, (1) =b'.
Considérons 'application
v : [0,1] — AxB .
t o — (o), v()

On a v est un chemin inscrit dans A x B et d’extrémités (a,b) et (a’,b’) :

7(0) = (£(0),%(0)) = (a,b), (1) = (p(1),%(1)) = (a', ).

D’ou A x B est connexe par arcs.

2. L’application f : ExFE — FE est continue et on a A+ B = f(A x B) donc A + B est connexe par

(z,y) — x+y
arcs comme image directe du connexe par arcs A x B par 'application continue f.

3. Supposons An B # @, il existe xg € An B. Soit x,y dans Au B.

e Siz,y dans A, le probléeme est résolu.

Binyze Mohamed 14 /15


https://supsp%C3%A9.com

https://supspé.com TD N22 (correction) MP La3youne

e Si x,y dans B, le probleme est résolu.

e SizeAetyeB. Alors puisque A est connexe par arcs, il existe un chemin 7; inscrit dans A d’extrémités
xzo et x : 11(0) =z, v1(1) = xg. De méme, puisque B est connexe par arcs, il existe un chemin ~o inscrit
dans B d’extrémités zg et y : 72(0) = xg, ¥2(1) = y. L’application

M(2t)  si te[0,1/2]
V(1) = .
v(2t-1) si te[l/2,1]
est un chemin inscrit dans A u B d’extrémités = et y : v(0) =z, v(1) = y.
e DemémesixeBetyecA.

D’ou AU B est connexe par arcs.
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