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Dans ce chapitre est sauf indication contraire, la notation K désigne R ou C et E un K-ev.

Espaces normés

Normes et distances

[ Définition 1.1.
On appelle norme sur E toute application |.| : E — R, vérifiant :

1. Séparation : Vz e E, |z|=0 = x=0g.
2. Homogénéité : Vr e E, VA e K, |Az| =|\|z].
3. Inégalité triangulaire : ¥ (z,y) € B2, |z +y| < |z + |y

On dit alors que le couple (E, |.|) est un espace vectoriel normé.

.

Exemple 1.1 (Normes usuelles).

m Normes usuelles sur K". Soit = = (z1,...,2,) € K", on pose :

1
déf & ast [ & 2 a6t
|zl = Dllail, [z)e = (Z|$i|2) et [z = max|a;|.
i=1 Z=1 1§ZSTL

Les applications |.|1, [.]2 et |.]c sont des normes sur K".

10

12

13

norme
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m Normes usuelles sur M,, ,(K). Soit A = (a;;)1<i<n € Mpp(K), on pose :
1<j<p

1
n p 3
st déf 2
Jal % s SVl 14l (5 lowsl) et 1l sup Sl
1<j<pi=1 =14=1 1<'L<n‘7 1
Les applications |.[1, [.]2 et [.| sont des normes sur M, ,(K).

® Normes usuelles sur C°([a,b],K) avec a <b. Soit f € C°([a,b],K), on pose :

L , :
1 [rlar e 151 ( [Cropar)

Les applications |.||; et [.|2 sont des normes?® sur C°([a,b],K).
m Norme usuelle sur? B(X,K). Soit f € B(X,K), on pose :

déf

[ £l "= Suplf(t)l

L’application |.|e est une norme sur B(X,K) appelée norme de la convergence uniforme ou norme infinie.

Remarque 1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz : rappel MPSI).

m Pour des sommes : soit (z1,...,2,) et (y1,...,yn) dans K". Alors Z|:1:1yz| < (Z|xz|2) (Z|yz|2)
i=1 1=1

m Avec des intégrales : soit f et g dans C°([a,b],K). Alors fb|f(t)g(t)\dt < (v[b|f(t)|2dt)2 (f |g(t)|2dt)2.

Dans la suite, le couple (E, |.|) désigne un K-espace vectoriel normé (K-evn).

[ Proposition 1.1. propriétés d’'une norme
1. VzeE, |z| =0 < z=0g. 3. V(z,y) € B, |||x|| - HyH| < ||z - y| appelée inégalité
2 VeeE, | -z| = |z|. triangulaire renversée.

( Définition 1.2. vecteur unitaire

On dit qu'un vecteur x de E est unitaire lorsque |z| = 1.

L

( Proposition 1.2. norme produit

Soit (El-, H'HEi)1<i<p une famille de p evn et E' = Ey x ... x E,. L’application N définie par

Vo = (21,...,2p) € E, N(z)=max|z;|g,
1<i<p

est une norme sur E appelée norme produit.

L

[ Définition 1.3. distance

L’application d définie sur F x E par | d(z,y) = ||x — y|| | est appelée la distance associée a la norme |.|.

L

[ Définition 1.4. distance a une partie

Soit A une partie non vide de E et z € E. On appelle la distance de z a A la quantité *(positive) :

d(z, A) et inlex —al |

Lorsqu’il existe ag € A tel que d(z, A) = |z — agl|, on dit que la distance de x & A est atteinte en ay.

1. Comme A est non vide, ’ensemble {Hx —al, ae A} est une partie non vide de R,, donc admet une borne inférieure.

1. ||.|]1 appelée norme de la convergence en moyenne et |.|2 appelée norme de la convergence en moyenne quadratique.
2. Soit X un ensemble. B(X,K) est 'espace des fonctions bornées de X dans K.
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Remarque 1.2 (Caractérisation séquentielle de la borne inférieure : rappel MPSI).

m Soit F' une partie non vide de R admetttant une borne inférieure et § un minorant de F. Alors

§=inf F < 3(up)pen € FY, u, —— 6|

n—+00

Ainsi

Vae A, |z-a|>a
d(z,A)=a < 1 et
3(an)nen € AN, |z - ap| —— «

n—>+00

Exemple 1.2. ® Dans R, on a d(l, [0, 1[) =0.

Normes équivalentes

( Définition 1.5. normes équivalentes

Deux normes N; et Ny sur E sont équivalentes® si: | 3(a, ) € (RY)2, Ve e E, aNi(z) < Na(z) < SN (z) |

1. Ceci définit une relation d’équivalence sur ’ensemble des normes sur F.

.
( Théoreme 1.1. équivalence des normes en dimension finie

Sur un méme K-ev de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

L

|20 < lzl2 < Vnlz]eo | et | lzl2 <]y <vnla]s}

Exemple 1.3. @ Dans K" on a| |z]e < |21 € 77|

Boules dans un espace vectoriel normé

[ Définition 1.6. boules, sphére
Soit a € E et r > 0.

1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r de E 1’ensemble | B(a,r) et {J: €eFE, |lx-al< r} .

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r de E l'ensemble | B¢(a,r) et {w €eE, |lx-al < 1"} )

3. On appelle sphére de centre a et de rayon r de E I'ensemble | S(a,r) okt {a: €E, |z-al= r} .

Lorsque r = 1 et a = 0, on parle de boule unité fermée, boule unité ouverte et sphére unité.

Boule unité fermé pour Boule unité fermé pour Boule unité fermé pour
la norme |.|; sur R? la norme |.|, sur R? la norme |.|. sur R?
Y Y Y
(0) (0) (0)
T x T
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[ Définition 1.7. bornitude

1. On dit qu'une partie A de E est bornée! si|IM eR,, Vxe A, |z|<M |

2. Soit X un ensemble. On dit que f: X — F est bornée si | IM e R, Ve e X, |f(z)| <M |

3. On dit qu'une suite (z,)ney de E est bornée si| IM e R, VneN, |x,| <M |

1. A est bornée si, et seulement si, A est incluse dans une boule (ouverte ou fermée).

L

Exemple 1.4. m L’ensemble A = {(x,y) eR? |z|<letys= :carctanm} est bornée. En effet : soit (z,y) € A. On a
|z[ <1 et |y| = [zarctanz| < 7/2, donc |(z,y)]e = max(|z/,|y|) < min(1,7/2) = 1. Par suite, A ¢ B((0,0),1).

Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé

Convergence

( Définition 2.1. suite convergente

On dit qu’une suite (z,)nen de E converge! s'il existe £ € E tel que la suite réelle (Hxn - EH) N tend vers O :
ne

HeE, Ve>0, ANeN, VneN, n>N = |z, - (| <e|

On note alors x,, — ¢. L’élément ¢ est unique et appelé la limite de (), )nen et celle-ci est noté lim x,.

n—+oo n—+00

1. (zn)nen est dite divergente si elle ne converge pas. Ceci peut se traduire par la négation de la définition.

-1
Exemple 2.1. ® Dans M5 (K), on considére la suite (A, )neny définie par Vn e N*, A, = ( n )

1
V2 :
On a |A, —Ia]s = — ——— 0 : la suite (A, )ney converge vers Is pour ||.|o.
n n—+oo

She =

( Théoreme 2.1. caractérisation séquentielle des normes équivalentes
Deux normes sont équivalentes si, et seulement si, toute suite qui converge pour I'une converge pour l'autre

(avec la méme limite).

L

( Théoréeme 2.2. convergence dans un espace produit
Soit E = Ey x ... x E, espace produit des evn (E;)1<i<p €t (2 )neny une suite de E. Pour tout n € N, on écrit
Ty = (mgl)7x£2), ... ,x%p)) ol :1:7(11) € E; pour tout i€ [[1,p]]. On a équivalence entre :

( Proposition 2.1. convergence dans un espace de dimension finie
Supposons E de dimension finie, B = (e, ..., e,) une base de E. Soit (25, )ney une suite de E. Pour tout n € N,

p .
on écrit x,, = Z ajg)ei. On a équivalence entre :
i=1

(i) z,—— (= ij&-ei €E; (i) Vie[[1,p]], N

n—+oo
n—>+oo =

.

Exemple 2.2. ® Soit E = M, ,(K), B = (E; j)1<i<p la base canonique de E et (A, )pey une suite de E :

1<j<q
S ()
14n = 2: }: aid lzﬁj'
i=17=1
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o (Ap)nen converge vers A = (a;j)1<i<p € E si, et seulement si, pour tout (7,7) € [[1,p]] x [[1,¢]], la suite
1<j<q
(a(n)) converge vers a; ;.
I /neN ’

. . n
o En cas de convergence, on a lim A, = ( lim a' .))1<.< .
n—>+00 n—+oo “J 122'217
<j<q

Valeur d’adhérence

Définition 2.2. suite extraite
On appelle suite extraite (ou sous-suite) d'une suite (7, )nen de E toute suite de la forme (4,0, )nen 01

¢ : N — N strictement croissante.

Remarque 2.1. m L’application ¢ vérifie : Vn e N, ¢(n) >n. En particulier, ¢(n) —— +oo.

n—+oo

( Définition 2.3. valeur d’adhérence
On appelle valeur d’adhérence d’une suite (z,, ),y de E toute limite d’une sous-suite convergente de () nen-

( Proposition 2.2.
1. Si une suite (2, )neny converge, toute suite extraite de (2, )ney converge vers la méme limite.

2. Toute suite convergente posséde ! une unique valeur d’adhérence : sa limite.

1. La réciproque est fausse.

L

Remarque 2.2. ® Une suite possédant au moins deux valeurs d’adhérences (ou n’en possédant aucune) est diver-

gente.

Théoréme 2.3. Bolzano-Weierstrass (cas réel ou complexe)
Toute suite bornée de réels ou de complexes posséde au moins une valeur d’adhérence.

Topologie d’un espace vectoriel normé

(E,]|.|) désigne un K-evn.

Voisinage, ouvert, fermé

Définition 3.1. voisinage d’un point

On appelle voisinage d'un point a de E toute partie V de E vérifiant | 3r >0, B(a,r)cV |

Exemple 3.1. ® Une partie V de R est un voisinage de a € R si, et seulement si, 3r >0, Ja—r,a+7r[c V.

m Toute boule de centre a € E est un voisinage de a.

[ Proposition 3.1. opérations
1. Toute intersection finie' de voisinages de a € E est un voisinage de a.

2. Toute réunion de voisinages de a € E est un voisinage de a.

1. Une intersection infinie de voisinages de a n’est pas nécessairement un voisinage de a.

L

( Définition 3.2. ouvert, fermé

1. Une partie U de E est dite ouvert si U est voisinage de chacun de ces points : | Va € U, 3r >0, B(a,r)cU |

2. Une partie F' de E est dite fermé si son complémentaire est un ouvert.

L
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Exemple 3.2. m & et F sont des ouverts et des fermés de E.

m Tout intervalle ouvert (resp. fermé) de R est un ouvert (resp. fermé).

( Proposition 3.2. topologie des boules
1. Toute boule ouverte de E est un ouvert. | 2. Toute boule fermé de E est un fermé.

( Proposition 3.3. opérations
1. Toute réunion d’ouverts est un ouvert. 3. Toute intersection de fermés est un fermé.

2. Toute intersection finie! d’ouverts est un ouvert. | 4. Toute réunion finie de fermés est un fermé.

1. Une intersection infinie d’ouverts n’est pas nécessairement un ouvert.

L

Exemple 3.3. ® Z est un fermé de R car R\xZ= U [n,n+1[.

NEL e —
ouvert

m Toute sphere de F est un fermé : c’est 'intersection de deux fermés.

( Théoréeme 3.1. topologie dans un espace produit
Soit E = Ey x ... x E, I'espace produit des evn (E;)1<i<p.
1. Si pour tout i € [1,p]], U; est un ouvert de E;, alors U = Uy x ... x Uy, est un ouvert de E.
2. Si pour tout i € [[1,p]], Fj est un fermé de E;, alors F' = F; x ... x F}, est un fermé de E.

.
( Théoréeme 3.2. caractérisation séquentielle d’un fermé

F est un fermé de £ +— (V(xn)neN eFN 2, ——>acE = ac F)

n—>+00

L

Exemple 3.4. B Les singletons sont des fermés. | m Toute partie finie de E est un fermé.

Intérieur, adhérence, frontiére
X désigne une partie de F.

( Définition 3.3. point intérieur, intérieur d’une partie

1. On dit qu’un point a de E est intérieur a X si, X est un voisinage de a.

2. On appelle alors intérieur de X ’ensemble, noté X, des points intérieurs a X :

o

Xz{a:eE, 3r >0, tel queB(x,r)cX} :

L

( Proposition 3.4. caractérisation de I'intérieur

X est le plus grand ouvert de F contenu dans X : | X = U O |
O ouger}(de E
C

.

Exemple 3.5. m L’intérieur d’un intervalle de R non vide est 'intervalle ouvert de mémes extrémités.

( Définition 3.4. point adhérent, adhérence d’une partie

1. On dit qu'un point a de E est adhérent a X si|Vr >0, B(a,r)NX +@ |

2. On appelle alors adhérence de X 'ensemble, noté X, des points adhérents & X :

Y:{:EEE, Vr >0, dae X, tel que ||z —a Sr} :
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Proposition 3.5. caractérisation de I’adhérence

X est le plus petit fermé de FE contenant X :| X = N F|
F fe%néFde E
C

Exemple 3.6. m L’adhérence d’un intervalle de R non vide est 'intervalle fermé de mémes extrémités.

,
m 0 est adhérent & C* : pour tout r > 0, le complexe z = 25 € C* vérifie |0 - z| < r.

[ Proposition 3.6. lien entre intérieur et adhérence
o o
1. [ ExX=E\X| 2.|ENX=E~X|
( Théoreme 3.3. caractérisation séquentielle des points adhérents
aeX — (a(wn)neNEXNa xn—)a)-
n—+0o0o

Exemple 3.7 (inf A et sup A sont des points adhérents a A).

m Si A est une partie non vide de R majorée alors, sup A € A. En effet : par la caractérisation séquentielle de la

borne supérieure : 3(a,)nen € AV, @, — sup A. Donc sup A4 € A.
n—+0o0

® De méme, si A est une partie non vide de R minorée alors, inf A € A.

Définition 3.5. frontiere

On appelle frontiére de X, 'ensemble défini par! : | Fr(X) =X\ X |

1. La frontiere d’une partie est un fermé : c’est 'intersection de deux fermés.

Exemple 3.8. m Fr([a,b[) = [a,b] \ Ja,b[ = {a,b}.

m La frontiere d’une boule (ouverte ou fermée) est la sphere de mémes centre et rayon.

Parties denses

X désigne une partie de FE.

( Définition 3.6. partie dense
On dit que X est dense dans E si| X = E | Cela signifie que | Ve >0, Yz e F, Jae X, |z-a|<e|
( Théoreme 3.4. caractérisation séquentielle de la densité

X=F +«— (V:L‘EE, (2 )ney € XN, :rn—>x)

n—>+00

L

[nx]

Exemple 3.9. m Q =R : pour tout z € R, la suites de rationnels (@n )nen+ définie par x,, =

n
B RNQ=R: pour tout z € R, la suites d’irrationnels (z;,)nen+ définie par x,, = —— + — converge vers .
n n

converge vers x.

Topologie relative
X désigne une partie de F.

( Définition 3.7. voisinage, ouvert et fermé relatif
1. Une partie U de X est un voisinage relatif de x € X s’il existe V', voisinage de x dans F, tel que U = VnX.
2. Une partie O de X est un ouvert relatif a X s’il existe W, ouvert de F, tel que O =W n X.

3. Une partie F' de X est un fermé relatif a X s’il existe F’, fermé de FE, tel que F'= F'n X.

.
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Exemple 3.10. m [0, 1] est un voisinage de 0 relatif & R, : [0,1] = [-1,1]NR,.
® ]1,2] est un ouvert relatif a [1,2] : ]1,2] = [1,2]N]1,3[.
m ]0,1] est un fermé relatif a R} : ]0,1] =R N[0,1].

Proposition 3.7. caractérisation séquentielle d’un fermé relatif
Soit F' une partie de X. On a équivalence entre :

(i) F est un fermé relatif a X ; (i) V(zp)new € FN, 2, ——feX = (cF.

n—+0o

Exemple 3.11. m L’ensemble des matrices diagonales a coefficients > 0 est un fermé relatif & G£,(R) mais pas un
fermé de M, (R).

n Etude locale d’une application, continuité

(E,|-1g) et (F,||.|F) désignent deux K-evn.

Limite d’une application

Soit X une partie de E et a un point adhérent a X.

( Définition 4.1. limite

On dit que f: X — F tend vers f € Fenasi|Ve>0, In>0, Ve e X, |z—-a|lp<n = |f(z)-{l|r<e|

On note alors f(x) —— ¢. L’élément ¢ est unique et appelé la limite de f en a et celle-ci est noté lim f(x).
r—=a T—=a

[ Définition 4.2.
1. On dit que f: X — R tend vers +oo (resp. —co) en a si

VM eR, In>0, Vo e X, |z-a|g<n = f(x)>M (resp. f(z) < M) |

2. Lorsque E =R, On dit que f: X — F tend vers { € F' en +oo (resp. en —oo) si

Ve>0, AM eR, Vz e X, x> M (resp. t< M) = |f(x)-{||p<e|

3. Lorsque X est non bornée, On dit que f: X — F tend vers £ € F lorsque |z|g — +oo si

Ve>0, IM eR, Ve e X, |z|g>2M = |f(z)-{|r<e|

On note alors f(z) T L.
T||—>+oo

Exemple 4.1. W Soit f(z,y) = zexp(-2® - y*). On a |f(z,y)| < |(z,y)|2exp(=(z,v)[3) ATEmT—— 0, donc
T,y 2—>+00
lim  f(z,y)=0.

I(zy)l2—+oc0

Théoreme 4.1. caractérisation séquentielle de la limite

Soit f: X — F.| f(z) —{ < (V(xn)neNeXN, Ty —— a = f(:cn)—>f) .

n—+o00 n—>+00

)

-y
Exemple 4.2. ®m f: (x,y) — m

n—+o00 nj) n—+oo

1 1
n’a pas de limite en (0,0) car f (—,O) — s letf (0’ _) - 1.
n
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( Proposition 4.1. limite dans un espace produit
Soit F' = F x ... x F}, l'espace produit des evn (F})i<icp €t f: X — F. Pour tout z € X, on écrit f(z) =
(f1(2), fo(z),..., fpo(z)) ot f;(z) e F; pour tout ie[[1,p]]. On a équivalence entre :

(i) f(@) —> = (b, ) € F; (i) Vie[1,p]l, fi(z) — &
( Proposition 4.2. limite dans un espace de dimension finie

P
Supposons F' de dimension finie, B = (e, ...,e,) une base de F. Soit f: X — F telle que f(z) = Zfi(x)ei
i=1
pour tout xz € X. On a équivalence entre :

() f(x) — =320 F @) Vie[1,p], fi() — b
r—a a

L

Continuité d’une application
Soit X une partie de E et a un point de X.

( Définition 4.3. continuité

On dit que f: X — F est continue en asi|Ve>0, In>0, Ve e X, |z-a|p<n = |f(z)- f(a)|r<e]

On dit que f est continue sur X si f est continue en tout point de X.

L

( Théoréeme 4.2. caractérisation séquentielle de la continuité

Soit f: X — F.| f continue en a <= (V(JUn)neN eXN, 2, ——a — f(xn) e f(a)) .

n—+oo

L

( Proposition 4.3. continuité dans un espace produit
Soit F' = F x ... x F}, l'espace produit des evn (F})i<icp €t f: X — F. Pour tout z € X, on écrit f(z) =
(fi(z), fo(z), ..., fp(x)) o fi(z) e F; pour tout ie[[1,p]]. On a équivalence entre :

(i) f est continue en a; (i) Vie[[1,p]], fi est continue en a.

( Proposition 4.4. continuité dans un espace de dimension finie

P
Supposons F de dimension finie, B = (e1,...,e,) une base de F. Soit f: X — F telle que f(z) =) fi(z)e;

i=1
pour tout z € X. On a équivalence entre :
(i) f est continue en a; (i) Vie[[1,p]], fi est continue en a.
( Théoreme 4.3. continuité par I'image réciproque

Soit f: X — F. On a équivalence entre :
(i) f est continue;
(i) L’image réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert relatif! & X ;

(iii)) L’image réciproque par f de tout fermé de F est un fermé relatif & X.

1. Si f est définie sur E tout entier, les notions d’ouvert et fermé relatifs coincident avec les notions d’ouvert et fermé de E.

.

Exemple 4.3. ® Le demi-pan P = {(m,y) eR? x> O} est un ouvert de R? car P = f~1(R*) ot f est I'application

continue définie sur R? par f(z,y) = z.
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Théoreme 4.4. prolongement d’une égalité par densité
Si f, g: E — F sont continues, égales sur une partie X dense dans F, alors f et g sont égales sur F.

Applications lipschitziennes, applications uniformément continues
Soit X une partie de E.

Définition 4.4. application lipschitzienne

On dit que f: X — F est lipschitzienne sur X si|3keR,, V(z,y) € X2, |f(2) - f(y)|r <klz-y|E|

Exemple 4.4. m La norme |.|g est 1-lipschitzienne sur E via I'inégalité trinagulaire renversée.
m Soit I un intervalle de R et f: I — R dérivable.

o f est lipschitzienne sur I si, et seulement si, f’ est bornée sur I.

« En particulier, si I est un segment de R et f € C1(I,R), alors f est lipschitzienne sur I.

[ Définition 4.5. continuité uniforme
On dit que f: X — F est uniformément continue sur X si'

V8>07 35>07 v(xvy)EXQ’ ||1"_yHES5 e Hf(x)_f(y)”F36 .

1. Remarquons que, dans la définition, § ne dépend que de ¢.

Exemple 4.5. m La fonction 2 —> /7 est uniformément continue sur R,. En effet : pour tout (z,%) € (R,)?, on a
I'inégalité suivante : ‘\/5 - \/;7\ <Vlz -yl

Soit & > 0, pour & = £2, on a pour tout (x,y) € (R})?, |z -y|<e? = |\/E— \/37‘ <Vlr-yl<e.

Proposition 4.5. lien entre la continuité, continuité uniforme et lipschitziennité

Soit f: X — F. On a| f lipschitzienne = f uniformément continue == f continue |

BAppIications linéaires et multilinéaires continues
(E,|.|£) et (F,].|F) désignent deux K-evn.

Continuité des applications linéaires

( Théoréme 5.1. caractérisation des applications linéaires continues
Soit f e L(E,F). On a équivalence entre :

(i) f continue sur F; (i) IM eR,, Vz e E, |f(z)|F < M|z|E.

On note L.(FE, F) 'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F'.

.

Exemple 5.1. m L’application linéaire ¢ : (C([O,W] , K), HHoo) — K est continue. En effet :
™
f — f F(£)sin(t)dt
0

viec(o.m.K). lo(Hl < [1r@lsin(oide < ( [ lsin(@)de) | = 21

Théoréme 5.2. linéarité en dimension finie

Toute application linéaire au départ d’un espace de dimension finie est continue .

1. Ainsi, lorsque 'espace E est de dimension finie, L(E,F) = L.(E, F).
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Exemple 5.2. ® Les applications Tr : M,(K) — K et ¢ : My(K) — M,(K) sont conti-
A — Tr(A) A — AT

nues.

Remarque 5.1 (Continuité des applications polynomiales).

m Supposons E de dimension finie, B = (ey,...,ep) une base de E. Soit f: E — K une application.
o f est dite polynomiale si f = po¢p avec ¢ : KP — K polynomialeet ¢ : E — K
P
T = inei — (z1,...,2p)
i=1

o Une telle application est continue : c’est la composée de deux applications continues.

Exemple 5.3. m L’application det : M,(K) — K est continue car polynomiale en les coefficients de
A —  det(A)

la matrice.

Continuité des applications multilinéaires

( Théoréeme 5.3. caractérisation des applications multilinéaires continues

Soit (E;, |-|&:) . des evn et f: Ey x...x E, — F multilinéaire. On a équivalence entre :

1<i<
(i) f continue sur Ey x...x Ej;

(i) AM eR,, V(z1,...,2p) € By x ... x Ep, |f(z1,...,2p)|r < M|z1|E, - .. |25 E,-

L

( Théoréeme 5.4. continuité des applications multilinéaires en dimension finie

Toute application multilinéaire au départ d’un produit d’espaces de dimensions finies est continue.

L

Exemple 5.4. m L’application produit matriciel ¢ : My (K) x M, (K) — M,(K) est continue.
(A,B) — AB

Norme d’une application linéaire continue

( Définition 5.1. norme subordonnée (cas vectoriel)

L'application || . [[| définie sur £o(E, F) par!:| Vue L(E, F), || u||=inf{C'>0, Vo e B, |u(@)|r<Clz]s]

est une norme sur L.(E, F) appelée norme subordonnée (ou norme d’opérateur) aux normes |.|g et

-7

1. {C >0, Ve e E, |u(z)|r< C\|x||E} est une partie non vide (car u est continue) de R, donc admet une borne inférieure.

.

[ Proposition 5.1.

Soit u e L(E,F). Pour tout x € E, on a | |u(z)||r <||| w ||| ||z |

Exemple 5.5. m L’application ¢ : (C([0,7],K),[.]) — K est linéaire continue.
f — fo F(£) sin(t)dt

lp(f)]

De plus ¥/ €C([0,7], K), [p(/)] <201 done | 2. Pour /=1, on a ooy

=24l Il Drou [ ¢ [l|= 2.
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( Définition 5.2. norme subordonnée (cas matriciel)

On munit K" d’une norme |.|,, et K? d’une norme |.|,. L’application ||| . ||| définie sur M, ,(K) par

VAe My, (K), || All=inf{C>0, vz eK?, [Axl,<Clal,}

est une norme sur M,, ,(K) appelée norme subordonnée (ou norme d’opérateur) aux normes |.|, et ||.|,.

C>0, Ve e KP, ||A.z|n < CHpr} est une partie non vide (car x — A.z est linéaire en dimension finie donc continue) de

R, donc admet une borne inférieure.

.

Exemple 5.6. @ On munit K" et K” de la norme usuelle ||.||;. Alors la norme usuelle |.|; définie sur M,, ,(K) est

une norme d’opérateur sur M, ,(K) : | VA e M, ,(K), [|A]: = inf{C >0, Ve e KP, |A.x|; < CHle} !

o Soit A = (a;;)1<i<n € My p(K). Pour tout z € KP, on a
1<j<p

p

Z Qi,jTj

n

[Axl =,

i=1

n p
<3 Dol < Sl Sla| < z|xg| s Sa | = ( sup z|aw|) Il = [AlL 2]

j=1 i=1 1<j<pi=1 1<j<pi=1

Donc inf {C >0, Vo e KP,

Azli<Claf} < 4]

n n
« D’autre part, il existe jo € [1, p]] tel que Y |a; j,| = sup > lai,j|- Soit ej, le jo-éme vecteur de base canonique

i=1 1<j<pi=1
de KP. Alors

n n
lejoli =1 et [Aejols = Slaso] = ( sup zw) lejoln.

i=1 1<j<pi=1

Donc inf {C'>0, Vo € K?, |Ax|i < Clz|1} 2 [A]1. Dot [Afx = inf {C'>0, Vo e K?, [Az]i<Cla|:}.

{ Théoreme 5.5. caractérisation de la norme subordonnée
. u )|\ r
1. Soit ue L(E,F). ||||ul||= sup |u(z)|r= sup |u(x)|r= sup M
el =1 e <l zeinfo)  7lE
it A Alll= Az, = Al = [A-z]n
2. Soit Ae My, ,(K). ||| A|l|= sup |A.z|, = sup |A.z|,= sup
le]p=1 le]p<t zekrn(oy 2]y
[ Proposition 5.2. sous-multiplicativité de la norme subordonnée

Soit E, F' et G troisevn. Siu € L.(E,F) et ve L(F,G) alorsvoue L(E,G) etonall||voul|[<|[|v]]| x|l

L

n Compacité

FE et F désignent deux K-evn.

Partie compacte

Définition 6.1. partie compacte

On dit qu’une partie K de E est compacte si toute suite de K possede au moins une valeur d’adhérence dans

K.

Exemple 6.1. ® Dans R, le segment [a, b] est compact 3. | m Dans C, le disque fermé Df(0,r) est compact *.

3. D’aprés le théoréeme de Bolzano-Weierstrass (cas réel).
4. D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass (cas complexe).
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( Proposition 6.1. propriétés
1. Tout compact est ' fermée et bornée. 3. Tout produit fini de compacts est compact.

2. Tout fermé relatif d’'un compact est compact.

1. La réciproque est fausse en général.
.
( Théoreme 6.1. compacité en dimension finie

FEn dimension finie, les compacts sont exactement les fermés bornés.

L

Exemple 6.2. ®m En dimension finie, les boules fermées sont compacts.

( Théoréeme 6.2. Bolzano-Weierstrass en dimension finie
En dimension finie, toute suite bornée posseéde au moins une valeur d’adhérence.

.

( Corollaire 6.1. ferméture d’'un sev en dimension finie
Si E est de dimension finie, alors tout sous-espace vectoriel de E est fermé.

.

[ Théoreme 6.3. CNS de convergence d’une suite d’'un compact

Une suite d’un compact est convergente si, et seulement si, elle admet une unique valeur d’adhérence.

.

Continuité et compacité

Théoréeme 6.4. image continue d’un compact

L’image directe d’un compact par une application continue est compact.

Exemple 6.3. m Si K7 et K5 sont deux compacts de E, alors K7 + Ko est un compact de E. En effet : K1 + Ko =
p(KixKy)oup:ExE— E, (z,y) — = +y qui est une application continue et K; x K5 est compact.

[ Théoréme 6.5. théoréme des bornes atteintes
Soit K un compact de E et f: K — R continue. Alors f est bornée et atteint ses bornes.

[ Théoreme 6.6. Heine
Soit K un compact de E et f: K — F continue. Alors f est uniformément continue sur K.

.

Connexité par arcs

FE et F désignent deux K-evn et X une partie de F.

Partie convexe, partie étoilée

( Définition 7.1. segment, partie convexe

1. On appelle segment d’extrémités x € E et y € E 'ensemble | [z, y] det {ta? +(1-t)y, te[0,1] } )

2. On dit que X est conveze si|V(z,y) € X2, [r,y]c X |c-a-d: V(x,y)e X2, Vte[0,1], tz+(1-t)ye X.

L

Exemple 7.1 (Convexité des boules).

m Toute boule (ouverte ou fermé) de E est convexe. En effet : soit = et y dans By(a,r) (boule fermé par exemple)
et t€[0,1]. On a:

[tz+(1-t)y-alp = [tr-tatta+r(1-t)y-alp = [t(z-a)+(1-t)(y-a)| & < t|z-a| e+ (1-)[y-alg <tr+(1-t)r =r.

Donc tx + (1 -t)y € By(a,r). Ainsi By(a,r) est convexe.
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( Proposition 7.1. convexes de R

Les convexes de R sont exactement les intervalles! de R.

1. On dit que I est un intervalle de R si : V(z,y) € I, z<t<y —> tel.

.

( Définition 7.2. partie étoilée

1. Soit @ € X. On dit que X est étoilée par rapport ¢ asi'|Vz e X, [a,z] c X |

2. On dit que X est étoilée si|Jae X, Vx e X, [a,x]c X |

1. Une partie est convexe si, et seulement si, elle est étoilée par rapport a chacun de ses points.

.

Exemple 7.2. ® {(a:,y) eR? ay< 1} est étoilée par rapport a 0.

m Les parties étoilées de R sont les intervalles de R.

Partie connexe par arcs

Définition 7.3. chemin
On appelle chemin inscrit dans X toute application continue 7 :[0,1] — X.

Remarque 7.1. B La relation binaire R définie par

aRb < «il existe un chemin + inscrit dans X tel que v(0) =a et v(1) =b »

est une relation d’équivalence sur X. Les classes d’équivalences de cette relation sont appelées les composantes

connexes par arcs de X.

( Définition 7.4. partie connexe par arcs
On dit que X est connexe par arcs si', pour tous a et b dans X, il existe un chemin v inscrit dans X tel
que v(0) =a et y(1) = b.

1. c-a-d X ne posséde qu’une seule composante connexe par arcs.

.
Exemple 7.3. m Toute partie convexe est connexe par arcs.

m R”* n’est pas connexe par arcs : il admet deux composantes connexes par arcs, R} et R*.

( Proposition 7.2. connexes par arcs de R
Les connexes par arcs de R sont les intervalles de R.

L

( Théoréeme 7.1. connexité par arcs d’une parte étoilée

Toute partie étoilée est connexe par arcs. (La réciproque est fausse)

L

Continuité et connexité par arcs

( Théoreme 7.2. image continue d’un connexe par arcs
I’image directe d’un connexe par arcs par une application continue est connexe par arcs.

.

[ Corollaire 7.1. TVI généralisé
Si X est connexe par arcs et f: X — R continue, alors f(X) est un intervalle de R.

.
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