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Séries numériques (correction)

Corrigé de I'exercice 1. 1. Le terme général (cosn), ne tend pas vers zéro. En effet : cos(2n) = 2cos?n — 1 donc si (cosn),
tend vers zéro alors 0 = —1 ce qui est absurde. Ainsi, la série Zun diverge (grossiérement).

1 1 1 1
2. up = Py FEy o . La série Z diverge (série de Riemann « = 1) donc la série Zun diverge.
——
51
1 n Upsyr N+127 1 n
3. uyp=——F+ ~ —. Or ~ — — < 1, d’apres la régle de d’Alembert, » — converge et la série » w
n 1+2n/n +oo QM U, 2n+1 n notoo 2 % g Z on g Z n
converge aussi.
™
4 up oo et Z 53 converge (série de Riemann a =2 > 1), donc la série Y  u,, converge.
+o0 n
2
5. Uy ~ ———— et Z converge (série de Riemann =2 > 1), donc la série ) u,, converge.

+oo n(n+3) +o0 n2
2 1 1 " : L.
6. n°u, —— 0 donc u,, ~ — et Y — converge (série de Riemann a =2 > 1), donc la série ) wu,, converge.
2 2 ’
n—+o0o +o0 N, n
Un+1
Uy —N—+oo 27

<1, d’apres la regle de d’Alembert, la série Zun converge.

1
8. |uy| = (0] (ﬁ) et Z 2 converge (série de Riemann « =2 > 1), donc la série Zun converge absolument donc converge.

U 1\ "
9. L (1 + —) —— e ! <1, d’apres la régle de d’Alembert, la série Y u,, converge.
U, n n—>+00

n n

10. nu, = .
e In(n?) +In(1+1/n2) +eo 2Inn n—+eo

+00, donc la série Zun diverge.

1
11. La suite (—|) est décroissante de limite nulle, d’apres le critére de Leibniz, la série Zun converge.
nl/p

Inn
12. n3/2un = — — (0 donc la série Zun converge.

\/ﬁ n—+o0o

13. nu, ~ In\/n ——— +oo donc la série Zun diverge.
+00

n—>+oo
, . Int . . Inn .
14. Une étude de fonction montre que ¢ — e est décroissante sur [e, +oo[. Donc la suite | — est décroissante de
T /n>3
limite nulle, d’apres le critére de Leibniz, la série Zun converge.

15. La série Zun converge d’aprés le critere de Leibniz.

1 1
16. |u,|=—|sin{—]| ~ —2 et Z converge (série de Riemann o =2 > 1), donc la série ) u,, converge absolument donc
n n/|+eon
converge.
2
9 n“lnn
17. n®|uy| = —— 0 par croissances comparées. Donc la série Zun converge absolument donc converge.

e n—>+o0o

. 1 . o L - s
18. La fonction t — TInt est continue par morceaux, positive et décroissante sur [e, +oo[, donc la série Z uy et l'intégrale
n

+oo dt +oo dt
f —— sont de méme nature. Or f = [In(Int)]5> = +oo donc la série > u,, diverge.
2 2

tint tl t
-na -na
19, ‘ol (1+l) # Or (1+l) i L A——
Un n (n + 1)0’71 n n—+oo
e Sia>1, ¥ L0 et la série > u, converge.

Uy N+

. Un+1 _ .
o Sia=1, = —— e e[0,1] et la série ) u, converge.
Uy notoo

Un+1

e Siac<l, —— +00 et la série Y u, diverge.

Unp, n—+oo

Do, la série Zun converge ssi a > 1.

(n+1)0 0 si a<?2
20. Untl n +oo si a>2 . Ainsila série ) u, converge ssi a < 2.
Up  (2n+2)(2n+1) n—oteo )
1/4 si a=2

Corrigé de I'exercice 2. Soit n € N*. On a
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ok ak LS5 k 12 2n 2’
La suite (Sy)n est croissante donc posséde une limite ¢ finie ou infinie. Si £ est finie alors, par passage a la limite dans

1
I'inégalité précédente, £ — £ > 3 ce qui est absurde donc S,, —— +oo et la série E — diverge.
n—>+oo n

1 -H"
Corrigé de I'exercice 3. 1. La suite (7) est décroissante de limite nulle. D’apres le critére de Leibniz, la série Z u
n

n/n>1
converge.
2. Ona:
N ( N 1 N
5 NG t”‘ldt——f (Z )" 1)dt
n=1 n=1 0 n=1
N
f (Z -t)" )dt
11— (=)
:_f 1-(=D7
0 1+t
1 1 (_+\N 1 N
=-[ dt +f CO” - —m2s (c)Y [
o 1+t o 1+t o 1+t
14N Ly 1 ( 1)"
N - - _
. . -np" 1 1
Corrigé de I'exercice 4. 1. u,, = -—=+o|— ).
+0o M 2n2 n?

1"
o Z (=1) converge par le critere de Leibniz.
n

. Z 5 et o (—) convergent (série de Riemann).

Donc la série Z U, converge.

W o CD” 1 oot 1 (1 :(1)”1(1)" 1
B T ) e (1 Vi n (n))m Vit NG (f)

-nH" -nH"
Z (1) et Z (-1) convergent par le critere de Leibniz.

NZD n/n
1
Z — diverge.
n

1
0 converge (série de Riemann).
2 (n \/ﬁ) ge ( )
Donc la série Zun diverge.

1 1 1 1 1 1 1
3. un:e—exp(nln(l+f)) = e—exp(l——Jro(f)) = e—exexp(——+o(f)) = e—e(l——+o(7)).
) n//) +eo 2n n/)/ +eo 2n n//) +eo 2n n

e e
Donc u,, = — +0|— ) ~ —. Par suite, la série Zun diverge.
+oo 2m n/) +eo 2n

Corrigé de I'exercice 5. 1. Soit N e N*. On a :

Moo (11 N1 Yo 51 1 1
P e RPN FRee] REED W= B EDIFEEEE o
+oo
donc ;u":lefmg“"‘l
n?-1
2. u, :ln(nQ) = (ln(n+1)—lnn)—(lnn—ln(n—l)) donc
+o0
;un:nl_iglm(lnn—ln(n—l))—(ln2—ln(2—1)):—ln2.
3. Soit NeN. On a
N N N N N+1 N N N+1
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N — _ N+1 +o0 _ _ N+1
donczizi N+1 1-(1/3) Ainsi, 3 up = lim S1(N+1 1-(1/3) _3
i3 2\ 37 2/3 = 3N 2/3 1

Corrigé de I'exercice 6. 1. Supposons « > 0. La fonction ¢ — ¢t~ est décroissante sur [1,+o0[ et on a :

n+l
(n+1)™@< f tTdt<n™®

n « n+1
donc (—1) <n® f t~“dt < 1. Comme (

o n+1
) ——— 1, on obtient n*% ~ f t~dt.
n+ n

n—>+00 +oo

n+1

De méme pour «a < 0.

2. a. Pour a>1 la série Z k™ converge donc par sommation des relations de comparaison,
kx1
+o0 +o0 oo 1 n+1 l-a nl—a
IR f Fedi= S (k1) gy s DT T
kame1 B Foo S0 k= n+1 -« a-1 +eo -1

b. Pour a <1 la série Z k™% diverge donc par sommation des relations de comparaison,

k>1
no1 n k+1 n+1 1 1-a
>~ Z[ t‘“dt:/ ot = ——((n+ 1) =1) ~
1k +oo [ Sk 1 l1-«o +oo 1 —q
A . o1
c. De méme, pour o = 1, on obtient Z — ~ Ilnn.
k=1 k + 0o
1 1 =1 1 .
3.Ona ——— donc par sommation des relations de comparaison, R, Z — ~ —. (Ici a=4)
E*+VE+1 + k4 too ]{,‘4 +oo 377,3

4. Si lim wu, =/, alors u, — £ =o0(1), donc Z(uk —0)=0(n+1) et par suite lim

Su=t,

n—+0o0o k=0 noteo N + k=0
N _i(N-1)0
; o l-e 2 1
Corrigé de I'exercice 7. 1. On a |Sy| = [R )| = [Re|e* : < o= :
orrigé de I'exercice ISn] e (HZ:Qe ) e (e o T=cb] ~ [sin(6/2)]

2. Ona:

N

> \/ﬁl cos(nd) = \/_ (Sp — Sn-1) avec la convention S; =0

n=2 1~

Sn.

||M2: 1l MZ

TL
( 1) VN +1
Sy + N

3. Pour tout n > 2,

(\/ﬁ_ n+1)Sn‘S 1 (\/ﬁ_ n+1)
n-1 n lsin(6/2)] \n-1 n

_vn+l " e . -
Or la série Z ( v ) est une série convergente (téléscopique) donc par comparaison, la série Z ( -
nx2 \1~ 1 n n>2
est absolument convergente donc convergente.

VN +1 N

4. On a N SN 5 0 car (Sy)n est bornée. Ainsi par opérations, les sommes partielles Z
—+00

limite finie et donc que la série converge.

n cos(n#) ont une
n=2 10— 1

Corrigé de I'exercice 8. 1. On a u,, est le reste d’une série alternée. Par la majoration du reste on a :
1 1
3 =0 72 .
((n+1)In(n+1)) n

[un| <

Par comparaison, la série Zun converge absolument donc converge.

1
Corrigé de I'exercice 9. 1. La fonction ¢t — m est continue par morceaux et décroissante sur [1,+oo[, donc pour tout n > 2 :

n+1 dt 1 n d¢
f —<—x f —.
n ts ns n—-1 t%

N+1dt N1 N dt
— < —.
[2 Z:n _/; ts
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tl*S N+1 N 1 tl s N
2. Ona[ ] Z— [ ] donc
1-sl2 =1 ° 1-sl1
P ((N+1)le—2l) < ]zvji< ! (N7 -1)
1-s T ns T 1-s
1-s +00 1 1
Quand N — +o0, 1+ < — <1+
5— ons s—1
3. Par suite
+ 00
1-s 1
279+ (s-1)<(s-1) ) —< s
~——— n=1 ns —~
—1 so1t !
s—1t

+ 00 1
D’ou : — o~ .
oins s-1t s—1

Corrigé de I'exercice 10. 1. D’une part, ¥n € N, u, € ]0,1[ (récurrence sur n) et d’autre part, on a u,1 — u, = —u2 < 0 donc

la suite (u, ), est décroissante et minoré donc converge vers une limite £ € R telle que £ = £—¢2 donc ¢ = 0. Ainsi u,, — 0.
n—>+0o
N
2. On a Z u Z Up — Upsl = Ug — UN1 —> Ug. Donc la série E u converge de somme ug.
N—+o00
n=0 n=0

N N
3. Onaln(l-u,) = ln(unﬂ) =In(up+1) - In(u,) donc Z In(1-wu,) = Z In(tpe1) —In(uy) = In(uysr) —In(ug) o ™
u n=0 n=0 —teo

n
et la série ) In(1-wu,) diverge.

4. Comme u,, — 0 on peut écrire In(1 - u,) ~ -u,. La suite (u,), étant de signe constant donc la série Zun
n—+oo

n—+o0o

diverge.

Corrigé de I'exercice 11. 1. La fonction ¢ — (Int)? est croissante sur [1, +oo[, on a pour k> 2 :

k k+1
Int)2dt < (Ink)? < Int)2dt
k k
-1

en sommant les inégalités, on obtient, pour n > 2,

n n n+1
f (Int)%dt < 3 (Ink)? < f (Int)2dt.
1 = 2

f (Int)?dt = [tInt]} -2 / Intdt =n(lnn)?-2(nlnn-n+1) ~ n(lnn)?
1 1 n—+oo

n+1
de méme, f (Int)?dt ~ n(lnn)? Dou
2 n—>+oo

M=

(Ink)?> ~ n(lnn)?
n—+oo

k=2

1
2. La fonction ¢t — TInt est décroissante sur [e,+oo[, on a pour k >3 :

n
/"“*1 dt 1 ko de
— < < —_
k tlnt  klnk k-1 tlnt

en sommant les inégalités, on obtient, pour n > 3,

/”+1 dt ” /” dt
3 tint ~ k3kzlnk tint

en ajoutant le premier terme de la somme, on obtient :

n+1 n n d¢
21n2 / tlnt = k;lnk; 21n2 [ tlnt’

M

Or

n+1 1
+ n(lnt n+1: In(1 1 (1 o Tn(l .
2ln2 / tlnt 21112 +[In(nt)]3 oma n(In(n +1)) - In(In3) ~ In(lnn)

De méme, on obtient ~In(lnn). D’ou

21112 tln
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Corrigé de I'exercice 12. 1. Onaln(u"+1):—1+(1+%)1n(1+l) = —1+(1+1)(l—i+0( 1 )) = O( ! )

Up, n 2/\n 2n2 n3)) +oo n?

1 n . s . ’1 2 .
2. Comme la série ZO( ) converge, alors la série Zln(u +l ) converge i.e. la série téléscopique Z(ln(uml) - ln(un))

2
n n
converge et par suite, la suite (ln(un))n converge vers un réel A € R. D’ott u,, —— e* > 0. Posons alors k = e > 0 de
L n—+oo
sorte que
n! ~ ky/nn"e™.
+o00
! k e !
3. Ona—e ~ ky/mn" e " = ky/n. D’ott la série )’ L en diverge (grossiérement).
nn" +oo nnr nnr
Corrigé de I'exercice 13. 1. La fonction f : ¢ L Jéfinie sur [2, +oo[ est dérivable et f/(1) = ——2"20 par suit
orrigé de I'exercice 13. 1. La fonction f:t+—— ——— définie sur [2, +oo[ est dérivable e = ——————. Par suite,
& t(Int)s t2(Int)A+1
f' est négative sur [e‘ﬁ7 +c>o[. La fonction f est positive et décroissante sur [max(Q,e‘B), +oo[ et une primitive F' de f est
alors
L(lnt)l_ﬂ si B=#1
F(z)=4 1-p8

In(lnt) si =1

Donc F' admet une limite finie si, et seulement si, § > 1 et le théoréme de comparaison a une intégrale montre que la série

de terme général Z converge si, et seulement si, 5> 1.

az2 n(Inn)?
-«

n 1 L1 , . 1. .
2. Ona —— ——— +00, donc — ——— 0 et par suite — = o(u, ). Comme la série Z — diverge alors par comparaison,
(]n n)5 n—>+o0o NU, n—+oo n +oo n

la série > u,, diverge aussi.

3. Soita’ eRtelque 1<a’<a. On a

I N WS
ne(lnn)?  n® no=o'(Inn)f +eo  \no’ )’

—0

n—+oo

a+1

. L. 1 . L.
Donc il suffit de prendre v =a’ = > 1. Comme la série Z — converge car y > 1 alors par comparaison, la série Zun
n

converge aussi.

4. D’apres ce qui précede On obtient

1 a>1
————— converge <— ou .
ne(lnn)?
sz 1 (Inm) a=1ce g>1

1
. Comme la série ) diverge (a = 8 =1), la série ) u,, diverge.
n

nlnn nln
Inn)? Inn)?
(Inn) . Or la série Z (Inn) diverge car
n n

e Pour n>1, n! <n™ donc u, >

e Onau, =e™M/7_1 ot comme (Inn)?/n —— 0, on peut écrire u, ~
n—+oo +oo
(a=1et 8=-2) donc par comparaison, la série Zun diverge.

1 . . . .
e Poura>1,0nau,-= —nna) donc Zun converge si, et seulement si, —In(Ina) > 1 si, et seulement si, a < elle.
-
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