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TD N°4

Séries dans un evn de dimension finie, familles sommables (correction)

Séries dans un evn de dimension finie

1" 1
Corrigé de I'exercice 1. La série Z A,, est convergente si, et seulement si, les séries Z Z - ) z et i le
n>1 nx1 1 n>1 n>1 2n n>1 3"
sont. On a :
1 + 00 +o00 1
. Z — est convergente car c¢’est une série exponentielle et on a — = ——1l=e-1.
n>1 ’I’L' n=1 7’7/' n=0 n!
-nH" "
. Z (=1) est convergente car c’est une série alternée vérifie le critere de Leibniz et on a Z ( ) =-1In2.
n>1
1 =1 1 1
. Z — est convergente car géométrique et on a Z = ——=
29 -0 T21-12
n+13" _3
. Z I st convergente par la regle de d’Alembert ——0<letona Z — ==,
nx1 " 3l n—>+oo 4
i -1 -In2
Donc la série Z A, est convergente et on a Z A, = ¢ u .
n>1 n=1 1 3/4
Corrigé de I'exercice 2. 1. Soit ()\1, .. .,)\n) eK". Ona:
. + 00 1 k
exp(dlag (Al,...,An)) = kz;) o (dlag A1y An ))
: E E
= Z Edlag (A, A0)
k=0
+00 )\k +o00 )\k
= diag (Z =L Z ”)
i=o k! i=o k!
= diag (e’\l,...,e’\").
2. Soit AeK. On a :
exp(Al,) = exp(diag . )\)) = diag (e)‘, e ,e>‘) =el,.
3. Soient (n1,...,n,) e N*" et A; e M,,,(K). On a :
. +o00 1 k
exp(diag (A1,...,A,)) = ;;) X (diag (41,...,4,))
. k k
= Z Edlag(Al,...,AT)
k=0
*f Lok *f k
:diag( — A7, ... A)
i=o k! okl
= diag (eprl,...,eprr).
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4. Soient Ae M, (K) et PeGL,(K). On a:

exp(PAP_l) =

Il

=
g

| —
}U
P,
Y

N 1 s s -1 .
. _ car l'application M——PM P~  est continue
=P| lim Y —pAF|p!
puisque elle est linéaire en dimension finie

= Pexp(A)P™*

5. Soient A € M,,(K) et B € M,,(K) telles que AB=BA. On a :

Mx

exp(A+B) (A+B)

+ o=
8 &

£ ()am

+ o=
8 &

1 )
—BMi
(k—J)'

série produit de Cauchy puisque la série exponentielle Z o Ak converge absolument.

k>0
+ 00 & + 00 &
= = a* ~B

=exp(A) exp(B).

1
~ !
1
~ k!
k
Z

IIM

1
07!

6. Soit A € M, (K). Les matrices A et —A commutent, donc d’apres la question précédente,
I, =exp(0,) = exp(A - A) =exp(A) exp(-A) = exp(-A) exp(A)

c-i-d exp(A) € GL, (K) et (exp(A))™ = exp(-A).
7. Soit A € M,,(K) diagonalisable. Il existe P € GL,,(K) et D € M,,(K) diagonale telles que A= PDP~!. On a

exp(A) = exp(PDP™) = Pexp(D)P™" avec exp(D) matrice diagonale

donc exp(A) est diagonalisable.
8. Soit Ae M,,(K). On a:

car lapplication M—M" est continue

k! puisque elle est linéaire en dimension finie

9. Soit A € M, (K) nilpotente. On sait que A™ = O,, donc
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n-1 1 n—1 1
k ko k
exp(A) = Z k:'A Z k;'A Z k;'A Z k'
\*/
=0,
n-1 1 n-1 1 n-1 1
De plus, exp(4) -1, = Z Ak -1, Z (Z — Ak- 1) Les matrices A et 1;1 Ak ! commutent, donc

n—-1 1 n
(exp(A)-1,)" = A" (Z k'Ak 1) =0,.
=0,

Ainsi, exp(A) -1, est nilpotente.

10. Soit A € M,,(K). D’apres le cours, K [ A] est un sous-espace vectoriel de M, (K) de dimension finie (dim K [A] = deg[]4).
AR

Donc K[A] est un fermé de M, (K). Aussi, la suite (Z EAk est une suite d’éléments de K[A] qui converge vers
k=0

N30
exp(A). Ainsi, exp(A) e K[A].
A1 * *
11. Soit A = x| eMy(K). Ona:
0 An
Lk
+oo1/\1* *k+oo1 AV« ;;)k!/\l* * eM x o«
eXp(A) = k;) g O ',. )\* = k;) g O ',. )\*k = ',. . * ) = 0 ~.. e:n
n 0 Z ﬁ)\n

k=0

12. Ae M, (K) telle que Sp A = {)\} avec A€ K. On a x4 = (X — )™ D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton,
xa(A)=(A-X,)"=0
La matrice A — A\, est donc nilpotente. Ainsi,

exp(A4) = exp(A - AL, + )\In)

=exp(Al, )exp(A - )\In) car A - AL, et A commutent

>\n 1 1
=e k'(A AL

13. Soit A € M,,(C). La matrice A est trigonalisable, il existe P € GL,(C) et T € M, (C) triangulaire supérieure telles que
A1
e

A * * * *
A=PTP™' Onaexp(A)=exp(T). SiT = ~ * |,avec Sp (A) = {)\1, . ,)\n}, alors exp(7T') = “ % |. Par
0 An 0 et

suite,
p (exp(A)) =Sp (exp(T)) = {e>‘17... et } = {e/\, AeSp (A)}

14. Soit A € M,,(C). La matrice A est trigonalisable, il existe P € GL,(C) et T € M,,(C) triangulaire supérieure telles que
A=PTP ' Ona

det(exp(A)) = det(exp(T)) = ] et = exp( > )\) =),

AeSp (A) AeSp (A)
9 =1 ., 2 1
Corrigé de I'exercice 3. 1. On a A? = O, donc exp(4) = ) —A" =l + A= Lol
n=0 T -
=X cosnb Z sin n@
inf  —sinnf =1 L
2. VneN, A" = Cf)&n ST done exp A= Z A” =0 ™
sinnf  cosnf sinnd Z cos n0
0 n=0 n! n=0 n!
+oo 9 3 9 +o00 1N i .
Z i Z PR S S e gt (cos(sin@) +isin(sin9)). D’ou :
n=0 n=0 n! n=0 n!

exp A = o205 (cos(sin 0) —sin(sin 9))

sin(sinf)  cos(sinf)
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3. xa=(X-1)(X+1)(X -2) est scindé & racines simples donc A est diagonalisable et A = PDP~! avec

1 0 0 11 -1
D=0 -1 0], P=]0 2 1
0 0 2 0 0 3

Donc

1 1 -1\fe 0 0\(1 -1
=fo 2 1]lo ¢! 0o]l0 2 1
00 3J\o 0 ¢e*J\0o 0 3
1 1 -1\fe 0 O0\(1 -1/2 1/2
=fo 2 1]lo ' o]l0 1/2 -1/6
00 3J\o 0 ¢eJ\o o 1/3
e (et-e)/2 (3e—e1-262)/6
=0 et (e?-e1)/3
0 0 e?

4. On commence par calculer x4. On a

X+2 =2 1
xa=] 1 X-1 1
1 -2 X+2
X+1 -2 1
X+1 X-1 1
X+1 -2 X +2

Cchl_+C2+C3

1 -3 -3
“(x+D)|1 x-1 1

1 1 1
Lo«—Lo—Ly 1 -3 -3
L3<—£3—L1

(X+1)0 X+1 0 [=(X+1)
0 0 X+1

0 2 -1
3-1
1
et Sp(A) = { 1} Ainsi, exp(A) = _12 (A+13) et Ig+(A+Ig)+(A+Ig)2/2 el (A+23)=et]-1 3 -1
kl
5 -1 2 0
=uUs
01 2 0 0 -1
5. Premicre méthode : On écrit A=Iz3+ N avec N=|0 0 -1|.OnaN?=|0 0 0 |et N3=03. Les matrice I3 et N
00 O 0 0 O
commutent, par la formule de binéme de Newton,
1 k 2k-k(k-1)/2
k 2
-1
AF = (I3 + N)* = Z( )NJ :Z( )Nﬁ :13+(’1€)JV+(];)1\72:13+kN+k(k2 e -k
970 -0 00 1
ok ok S k!
+o0o 1 & +o0o 1 +o0o ]f
Ainsi, exp(A) —A"=] O — -, = . Or
im0 k! i=o k! j=o k!
+oo 1
0 0 =
k=0 k.
+o00 1
o *':e.
k=0 k!
+o0 L. 400 L. foo 1 +oo 1
. —=) —= =) —=e
i=o k! 1;1’*?' i1 (k=1)! ;;;k'
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+<>02 1 2 +o00 1+oo 1 1+oo _1 +o00 1 1+oo 1
Zw sz ,Zk(k )_Qe_,znge_,z —2e——2—=2e—9:ﬁ
= k! 2 4 Kl = 2 & (k-2)! 2 & k! 2
3e
e e ?
D’ou : exp(A) = e —el
0 0 e
Deuxiéme méthode : On a Sp (A) = {1} donc
1 1 1 g e e %
k 2 2
exp(A) = Z?(A—I:a) 29(13+(A—I3)+(A—I3) ):9(A+(A_13) /2):e 01 -1|7|0 e -e
) 00 1 00 e
-1 0 0
-1
6. La matrice A est diagonale par blocs : A=|0 avec @ = ((1) 0 ) donc
0
et 0 0
exp(A4)=]0 .
0 (@)
Il reste a calculer exp(Q). Pour cela, on a x¢ = ( ) donc Sp (Q) = {2} Par suite,
=1 -1 k —e? —¢?
exp(Q) = Z* Z*(Q_Qb) ZQZ(Q_IQ): 2 2 |
= k! = k! e e

et 00
Douexp(A)=| 0 -e* -e?|

0 e? e?

Corrigé de I'exercice 4. On écrit A = PDP~! avec D = diag ()\1, ce A ) e M,(K) et P eGL,(K).

" P
On considere la norme d’algebre |.[1 définie sur M, (K) par A+ “ sup > lai;]. Soit neNon a :
1<j<pi=1

[A™ 1 = [PD" P~y < [Pl |D™ 1 [P~
Mais | D™ = {nax|)\j|n = |A\jo " pour un jo € [[1,p]]. Donc
<j<p
[A™ 1 < [Pl P al Az ™

Comme la série Y [\;,|" converge (série géométrique) alors, par comparaison, la série Y  |A"[; converge c-a-d la série

n>0 n>0
Z A™ converge absolument.
n20
N N N N N
Par ailleurs, pour tout N e N, on a : Z A" = Z pp"pl=p ( Z D") P! = Pdiag (Z Al Z /\Z) P
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
Or la série > A" converge pour tout 1 <4 < p (série géométrique) donc la série » | D™ converge et on a :
n>0 n>0
S D" - ding Z/\ o) s ding (. )@, - D).
n=0 n=0 b I-M 1_)\17
Par suite,

+o00
S A" = lim ZA"— lim ZPD"P !
n=0

N —+o00 ne N —>+o0 n=0

= lim P(Z D”)P‘

N —>+o0 n=0

_ car Papplication M—>PMP™! est continue
lim Z D" | Pt
(N*)‘FOO n=0 puisque elle est linéaire en dimension finie

:P(f D")P1

-1

P(1,-D) P =(PL,P - PDP ") = (I, - A)
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Familles sommables

1
Corrigé de I'exercice 5. 1. La fonction ¢ —> n est décroissante sur [1,+oco[ et on a :

1 f”“dt 1
< — < =
n+1 n t n

1 n+l d¢ , 1
donc — ~ f - La série Z — diverge, donc par sommation des relations de comparaison,
n

n teo n>1
no] n k+1dt n+l q¢
— ~ _— le +1.
an oozf t [1 t n(n+1)

Ainsi, H, ~ Inn.

n—+oo
2. La suite (I")n>2 est une partition de N*?. En effet :
e Si(i,7) € L,NI, pour m #n alors i + j =m =n ce qui est absurde donc I,,, NI, = @ pour tout m # n.

o Si(4,5) e N* alors (i,j) € I;+; donc N*> ¢ U I, et la deuxiéme inclusion U I,, c N? est triviale. Ainsi, N? = U I,,.
n>2 n>2 n>2

D’ou, la suite (I”)n>2 est une partition de N*2.

3. Soitn>2.0na:

1 1l 1
U = - == P
(p%:dn i (p,qz):dn pa(p+q) n ;=i p(n-p)
1 el 1
=3 ST
nepm1\p n-p
~ 1 n-1 1 n-1 1
T \Z T &y
p=1 p=1
1 nlyp o nlg _2Hp
R PIRD Vg et
p=1 p=1 p
. . 2In(n-1)
4. Chaque sous-famille (upyq)(p’q)dn est sommable car chaque I, est fini et on a " qz):d Upg = — De plus,
21 -1 1 21 -1
% = (3—/2), donc la série Z % converge et la famille Z Up.q est sommable. D’ou par le
n n—+oo \ M n>2 n (p:@)elyn n>2
théoréme de sommation par paquets positif, la famille (u est sommable et
P.q p,q>1

2
(p,q)eN*2 n=2 \(p,q)eln n=2 n

Corrigé de I'exercice 6. 1. On a Z* et N forment une partition de Z. Par le théoréme de sommation par paquets positif, la
famille (up)nez est sommable si, et seulement si, les familles (uy,)pez+- €t (Un )neny sont sommables si, et seulement si, les

familles (u_p,)nen+ €t (Up )neny sont sommables si, et seulement si, les séries Z U_p et Z u, sont convergentes. De plus :
n>1 n>0

+00 +00
St = S et St = Yt 3
n=1 n=0

nez neN* neN

2. On a Z*~ et N forment une partition de Z. La famille (u, )ncz est sommable si, et seulement si, la famille (|u”|)nsz est

sommable si, et seulement si, les familles (|un|)n€Z*, et ( |un|)nGN sont sommables si, et seulement si, les familles (|u_n|)neN*

et (Jun|) _ sont sommables si, et seulement si, les séries . [u_,| et Y. |u,| sont convergentes si, et seulement si, les séries
neN
n>1 n>0
Z U_p €F Z U, sont absolument convergentes. De plus :
n>1 n=0

+o00 +o00
U= D U+ D U= Y U+ D U
n=1 n=0

nez neN* neN
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3. soit re[0,1[ et e R. On a (jr"le™?]) = (rl) . La famille (rI"le™?)  est donc sommable si, et seulement si, les

séries Z rl=l et Z ™ sont convergentes si, et seulement si, les séries Z r’ et Z r™ sont convergentes. Or ces derniéres
n>1 n>0 n>1 n>0
séries étant convergentes puisque r € [0, 1[ (séries géométriques). De plus :

. + 00 i +o00 i
Z T\n| eznG _ Z rn e—zn9 i Z rn eln@
n=1 n=0

nez
-1+ Z rn(ein9+e—in9)

n=1

+00o
=1+2 ) r"cos(nb)

n=1

+o00
=1+ 2Re ( Z r”eme)

n=1

= 1+2Re(rew.)
1-re?
rew(l —re‘m)
(l—rew)(l—re‘i"))
1-7?
r2-2rcos(f) +1°

1+2Re(

1 1
Corrigé de I'exercice 7. La série a termes positifs Z —5 converge, donc la famille (—2) est sommable et par le théoreme
n>1 N J neN+

de sommation par paquets positif, on a :
1 too 1 +00 +00 1 ~ 1t 1 7T2

I N ) >

neN* n2 n=1 n2 p=1 (2p)2 p=0 (2p+ 1)2 - 4 n=1 7’L2 3 .

+00 7T2
Par suite, — = —.
r sui nZ::l Rl
. , . 1 1 L. 1 . .
Corrigé de I'exercice 8. On a (an,p)(n,p)er = (el -n? “\onit) o La série y CE] diverge donc la famille
n ne n>0

1
( ) n’est pas sommable et par suite, la famille (an,p)(n, p)er n'est pas sommable.
2n+ 1/ nen ’ )

Corrigé de I'exercice 9. 1. La suite (Ik)k:>2 définie par [ = {(m,n) € N*Q, m+n= k} est une partition de N*2. De plus,

Card[k:Card{(m,k—m), 1Smsk—1}:k—1.

« Pour tout k& > 2, la famille (U, n)(m,n)er, €st sommable car chaque Iy est fini et

Z 1 B Z 1 1 Z l_CardIk_k—l
(m,n)ely (m + n)a (m,n)ely, ke ke (m,n)ely, ke ke
—_——
Card Iy,
k-1 k 1 - k-1 . . . . .
e Ona ~ — = —— donc la série Z converge si, et seulement si, a > 2 (série de Riemann). Par suite,
k® koo k* kol sk
1
la famille >, /= est sommable si, et seulement si, a > 2.
(m,n)ely, (m + n) E>2

Par le théoréme de sommation par paquets positif, la famille (um,n)(m,n)eN*2 est sommable si, et seulement si, a > 2.
2. Soit a > 0. Pour tout (m,n) e N* x N*  on a

1 < 1 < 2
(m+n)2~ m2+n2 "~ (m+n)?’

1

2 2\« )
(m n ) (m,n)eN*2
et seulement si, 2o > 2 si, et seulement si, a > 1.

1

2&) est sommable si,
(m + ’I'L) (m,n)eN*2

donc la famille ( est sommable si, et seulement si, la famille (

1 11
Corrigé de I'exercice 10. 1. La série Z — converge (série de Riemann) donc la famille (—2—2) est sommable et on a :
p>1 P= a7/ pg=1
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2
1 1 1 to 1 i
(p%el P (PGZN:* pz) (qg\;* q2) i (1’; pz) D

1 1
2. Pour tout (p,q) € N* x N* on a 55 2 5 Or la famille (2) n’est pas sommable. Par suite, la
P+ (p+q) (P+a)*) (poyer
famille (ﬁ) n’est pas sommable.
P= a7 (pq)er
xn +oo +o0o
Corrigé de I'exercice 11. Soit x € ]-1,1[. Pour tout n € N*, — = Y(a™)™ = > ™ (série géométrique). Considérons
-z m=1 m=1
alors la suite double (xm")(mvn)eN*z.
* ;. mn ;. A o = mn ‘l_’ﬂ|
o VneN*, lasérie ) [2™"| converge (série géométrique) et on a »_ |z"| = —
m21 m=1 1- |3j |

"]
L]

+o00
|z"| et la série Y |2"| converge (série géométrique) donc la série )’ ( > |xm”|) converge.
1- |:L-n| notoe nx1 n>1 \m=1

Par le théoreme de Fubini, la famille (wm") o2 est sommable et on a

(m,n)e
RIS S E
(m,n)eN*2 n=1 \m=1 i l-x

La suite (In)neN* de N*? définie par I, = {(k‘,@) eN*?, kl= n} est une partition de N*2. En effet :
o Si(k,0)el, NI, avec m #n alors k¢ =n =m ce qui est absurde donc I,, NI, = @ pour tout m # n.

o Si(k,0)e€ N*2 alors (k,£) € I,y donc N*2 c U I, et la deuxiéme inclusion U I,, ¢ N*? est triviale. Ainsi, N2 = U I,.

nx1 n>1 n>1

De plus, Card I,, = Card {(k,n/k), k diviseur positif de n} =d(n). Par le théoréme de sommation par paquets,

+ 00 +o00 +o00 + 00
> 2( > )2( > )z > 1= ¥ dwa,
(m,n)eN*2 n=1\ (k,0)el, n=1\ (k,0)el, n=1  (k,0)el, n=1
——
=Card I,
+oo n +o0o
Finalement, Z — Z d(n)z" ou d(n) est le nombre de diviseurs positifs de n.
n=11-% n=1

Corrigé de I'exercice 12. 1. Soit F une partie finie de Z. Il existe N € N tel que F c [[-N,N]]. On a :

Z n2|an| = Z n2|an|

neF nekF

I

]
S

_w
)

3
\

nek
n#0
1/2 1/2
1
< Z nSa? Z — Inégalité de Cauchy-Schwarz
€ ne n
) )
1/2
1/2 1
neF ne[-N,N] "
n#0
. V204 N 1/2
() (25 550)
nez n=—N n=1
V2 VRN 12
g (5
(WZE:Z n=1 n?
s U2 fho 1\ 12
g (54
(an:Z n=1 ’I’LQ

Donc ’ensemble { Z n2|a”| tel que F finie c Z} est majoré et par suite, la famille (nQan)neZ est sommable et on a :
neF
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3 n?a < \/5(2 n%g)m (f 1)1/2.

2
nez nez n=1"1

, . 2
2. La famille (n? an) ez, €St sommable donc les séries > n*lan| et Y. n®la_y| convergent. Nécessairement, n?|a,| — 0
nx1 nx1 noteo

1 1
et n’la_,| —— 0 c-a-d |a,| = 0(— et la,| = o(— . Par comparaison, les séries Y |a,| et ) |a_y| convergent.
n—+oo n—+oo TL2 n—>+00 n2 n>1 n>1

Ainsi, la famille (a,,)nez est sommable.

Par ailleurs, on a pour tout n € Z, |na,|< n2|an| donc par comparaison, la famille (na., )nez est sommable.

Corrigé de I'exercice 13. Soit z € C tel que |2| < 1. On a :

2«'2" on ey gn+l m on iy on+l, too 2"(2m+1)
on+l z Z (Z ) =z Z z = Z z .
1-z m=0 m=0 m=0

Considérons la famille (@, n)(m,n)enz définie par ap, , = L2" (2m+1)

e VneN, la série Z |am.n| converge d’apres le critere de d’Alembert :

m=0
a 27 (2m+3)
% ) :j%(zmm S vend SRR
e 2
e plus, 7nZ::O = W
[ il > 2 R
o Lasérie TZ:O (7;0|am,n|) converge. En effet : T2 o -t |z]*" et la série g:oM puisque G =| — 0<1

Par le théoreme de Fubini, la famille (@) (m,n)enz est sommable et on a :

+00 22"
Z Am.n = Z(Z amn): ZW

(m,n)eN? n=0 n=0

Par ailleurs, puisque I'application ¢ : N2 —s N* définie par ¢(n,m) = 2"(2m + 1) est bijective, la suite (Ik) définie par

keN*
I, = {(m,n) eN2 2"(2m+1) = k} forme une partition de N? et on a Card I;, = 1 pour tout k € N*. Ainsi, par le théoreme

de sommation par paquets,

+o0 +o0 +00

5 z( > m)z( 5 zz"@m*”) z( 5 )z( 5 ) 5

(m,n)eN? k=1 \(m,n)el} k=1 \(m,n)el} (m,n)ely k=1 (m,n)ely k=1
—_———
=Card I

+o00 22" >
Finalement, _ = —
nzo 1 2n+1 1 —z

Corrigé de I'exercice 14. 1. La famille (un,p)(n,p)er €st sommable donc par le théoréme de Fubini,

(n,p)el n=1 \p=1

Par ailleurs, la suite (In)neN* définie par I, = {(k,p) el, kp= n} forme une partition de I et puisque la famille (wn.p) (n,p)er
est sommable alors par le théoreme de sommation par paquets,

> “n,p::i( ’i" ukyp)'

(n,p)el (k,p)el,

+oo [ +oo +00o +oo

Ainsi, Z Zun,p = Z Z Uk,p |-
n=1\p=1 n=1 \(k,p)eln

2. Soit z € ]-1,1].

o VneN*, lasérie ) |a,z"”| converge (série géométrique) et on a :
p>1

= |an| ="
pz::lmnxnpl |an| Z(|xn|) |$”|

Binyze Mohamed 9 /14


https://supsp%C3%A9.com

https://supspé.com TD N24 (correction) MP La3youne

+00 n
o Lasérie Y | > |an,z"?|| converge. En effet : M ~ |an| 2" et |a,| |2"] < |an|. Puisque la série > a,, converge
n>1 \p=1 _| | noteo n>1
absolument, par comparaison, la série Y |a,| [2"| converge et par suite, la série > |1”| || || converge.
n>1 n>1l +
Par le théoreme de Fubini, la famille (anx"p ) est sommable.
(n,p)el

3. Soit z € ]-1,1[. D’aprés ce qui précede, on a :

+o00 xn +o00
ORI 3 D3R
sl - =1
p
+o00 +o00
S 5wt

n=1 \ (k,p)el,

+oo [ +oo
= Z adx”)

n=1 \d|n

(£

[ ——
=bp,

+ 00
= Z b,z
n=1

[
3+
HM

Corrigé de I'exercice 15. La suite (In)neN définie par I, = {(p, Q) eN? p+gq= n} forme une partition de N2,

 Pour tout n €N, la famille (up q)(p,q)er, €st sommable car chaque I,, est fini et

1 _i 1 ! "(Z):(nzjl)'

(p,qz):eln plg(p+q+1) a0 P (n—-p)!(n+1) Cnl(n+1) 1;)

o Lasérie )| > wpq | converge (série exponentielle).
n20 \ (p,q)el,

Par le théoreme de sommation par paquets positif, la famille (. q)p,q)en2 est sommable et on a

+00
Z “p,qZZ( Z Up,q
n=0

+o0 on 1 +00 2n+1
(p,q)eN? (p,q)eln

:Z(n+1)! Z(n+1)v *(2 -

n=0 n=0

1 &4 1 1
Corrigé de I'exercice 16. Pour tout n € N, on a w,, = on Z o < on e donc w,, = O (27) et, par comparaison a une série

géométrique, la série Z wy, converge. De plus,
n>0

+o00 +o0 M 2k: n—-k
-3 > (3)
n=0 n=0 k= O

donc la série Z w,, est produit de Cauchy des séries absolument convergentes Z — et Z ( ) Ainsi,

n>0 n>0 n>0
+o0 +oo on +o0 1 n ) 1 )
n==| 2 =) )= =2¢%
5" (;on')(;o(2) ) Cioip

Corrigé de I'exercice 17. 1. Premirére méthode : soit x € ]-1,1[. La série Z " converge absolument donc par produit de
n>0

Cauchy,

Deugziéme méthode : soit x € ]-1,1[. Considérons la famille d’indices séparés (u; ;)i jyenz définie par u;; = #'a? = 2. La

série Z z* converge absolument donc la famille (2%)4en est sommable et par suite, la famille (wi,5)(i,j)enz - Par le théoreme
20

de Fubini :
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+oo [ +oo i +o00 i 1
PINRIFEDI DI ij Z”J‘J sziz'
(i.)eN? i=0 \j=0 = (1-z)
Par ailleurs, la suite (Ik)keN définie par Iy = {(i,j) eN?, i+j= k;} forme une partition de N2. De plus, Card I, = k + 1. Par
le théoréeme de sommation par paquets,

+o00 oo +00 400
> Um‘:Z( >, @ ) Z( Yoo ):Zx’“( 3 1):Z(k+1)xk.
(i,5)eN2 k=0 \ (i,5)el k=0 \ (i,5)el} (i,5)elx k=0
—_——
=Card I

1 +o00
Ainsi, ESE = nZ::o(n +1)z"™.
2. Récurrence sur k € N.

Initialisation : Pour k = 0 l'identité est vérifiée (somme d’une série géométrique).

Hérédité : Soit k € N. Supposons la propriété est vraie au rang k et montrons qu’elle est vraie au rang k + 1. La série

géométrique Z " converge absolument donc par produit de Cauchy,
n>0

1 _ 1 1
(1—z)F2 " (1—z) (1- a:)

n=0 p=0
_ +o00 mn Zn: (p + k)
n=0 p=0 p
+00 n p + k
=y x" Z ( ) symétrie des coefficients binomiaux
n=0 p=0 k
+oo (

k+1 k
(p R ) - (p " )) formule du triangle de Pascal

k+1 k+1

=X . m+k+1 k
-2 ( k4l )_(k+1)

—
=0
_ *i:" (n+ k+ 1)3:”.
n=0 n

Donc l'identité est vraie au rang k + 1.

1 X n+k
Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout k € N, ( ):r:”.

(1- )kl :nZ:;) n

Corrigé de I'exercice 18. Soit a € C tel que |a| <1. On a :

aP
1-a?

Vp>1, =aP Z aPd = gP Z a2ra-1) _ Z aP(2a-1)

g=1 q=1
Considérons la famille (up, 4)p.q>1 définie par u, , = aP2a-1)

o Vp>1,lasérie Y |u, | converge (série géométrique) et

g1
2g-1 | [”
Z|U’P q| = Z|a|p( - ) | |2p
+ 00 |a|p
o Lasérie Y [ > |up,q| | converge. En effet : T=japr ~ |al” et la série Y |a|” converge (série géométrique), donc par
p>1 \g=1 —la pteo p>1

+o00
comparaison, la série > (Z|up,q| converge.
p>1 \g=1

Par le théoréme de Fubini, la famille (up )p g1 est sommable et on a :
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(p,q)eN*xN* p=1 g=1 \p=1
+oo [ +oo +00 +oo [ +oo +oo [ 400 (24-1) +o0 a2q—1
_ p(29- — C
Or Up.q Z - a2p z z Upg | = Z Z a = Z T Ainsi,
p=1 \g=1 g=1 \p=1 g=1 \p=1 g=1

+00 +00 2p-1

aP a
pgll—aQP _I;l—am’*l'

Corrigé de I'exercice 19. 1. Soit z > 1. La famille ( ) est une famille de réels positifs d’indices séparés. Comme la
(a,b)el

1
(ab)®

1
série E — converge (série de Riemann), alors la famille ((b)) est sommable et on a
a x
(a,b)el

a>1
- T 2ee(X 1)2 (@)
(apyer (ab)* (a byel av b 1a”

1
2. La suite (In) définie par I, = {(a,b) el, ab = n} forme une partition de I. Aussi, la famille est
neN* (ab)® (@bl
a,b)e
sommable donc par le théoréme de sommation par paquets positif,

+o00 1 +oo 1 +o00 1
(avzb;EI (ab) 2 ((a %EI" (ab) ) Z::]“ ((W%EIH ’]’La:) ) n=1 ne ((a,bz):eI" )

~—
Card I,
+o00 d
. n
Finalement, ((z)*= > —.
n=1 ne
Corrigé de I'exercice 20. 1. Soit z € ]-1,1].
n n
nx" . nT 1 1 nr
a. On a n? ~ n3z" —— 0 c-a-d = 0( 2) Comme la série Z — converge, la série Z
1 —2x" no+oo n—+oo 1—2" n—o+oo n 1 s1l- Tn
converge absolument donc converge. De plus,
+o0 nwn +oo +o0o k +00 +00 (k 1)
_ n nk _ n(k+
Zl_zn—ch Zx —EZnCL‘ .
n=1 n=1 k=0 n=1 k=0
p P
b. Ona | ——- [P et la série ) ||’ converge (série géométrique) donc, par comparaison, la série ) ——-—
(1—.17 ) p—=>+oo p>1 p>1 (]__xp)

converge absolument donc converge.

Posons, pour tout (n,k) e N* xN, a, ;= na(k+1),

o VneN*, lasérie Y |an,i| converge (série géométrique) et
k=0

+o00

Z|ank| nlz| Z(Ix ) :ln_|x|

el

+00
o La série ). (Z|an,k|) converge.

n>1 \k=0
Par le théoréme de Fubini, la famille (an’k)(mk)éN*xN est sommable et on a :

+00 +00

2::0 Ang = D, ) Gnk-

k=0n=1

I\Mg
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+00 +00o +00o n
Or Gk = ne — et
n=1k=0 o1 l-x
+00 400 400 +00
n ke = Z Z nxn(lﬁl)
k=0n=1 k=0n=1
+00 +00
_ Z Z (’Il i l)z(n+1)(k+1)
k=0n=0
+oo +o0
_ leﬁ—l Z(n+ 1)( k+1)
k=0 n=0
+o00 ka ) . e\ R
= Z ——— produit de Cauchy de la série Z (x ) avec elle méme.
k=0 (1 - x’“l) nx1
+00 fEk
k=1 (1- xk)2
+ 0o ¥4 +0oo n
Do: y) = S
p=1 (1_xp) n=1 1-an
+00 1 71_2
2. On admet que —=—.
E ,; K26
@) ! Lot > ! (série de Ri ! 1 > ! t
a. Ona —— et la série Y — converge (série de Riemann) donc, par comparaison, la série —— e
KB3(k + 1) koo KL P & P P & B(k+1)
+00o 1
par suite, le nombre u, =n Z m est bien défini, pour tout n € N*.
b. Posons, pour tout (n,k) e N* xN*, wu, =1 k (k+1) . La famille (un k) k)en+2 est une famille de réels
0 si k<n
positifs.
e VkeN*, la série Z U, converge car pour tout k € N* fixé, la suite (wy, i )nen+ est nulle & partir d’un certain rang.
n>1
De plus,
+o00 k k
n 1 1
Up k= = n o =——.
,; ok ,;k3(k+1) k3 (k +1) Zl 2k?
——
=k(k+1)/2

+o00
o La série ) (Z un’k) converge (série de Riemann).
k>1
Par le théoreme de Fubini, la famille (un k) k)en+2 st sommable et on a :

n=1

+00 +00 +0oo t+oo
PIDIEVED IPILENE
k=1n=1 n=1 k=1
+00 +00 +oo 1 71_2 +00 +00 +00 +00 n +00 +00 7.(.2
Or Z Z Un,k = Z @ = E et Z Un,k = m = U, - Flnalement, Z Up = E
k=1n=1 k=1 n=1k=1 netion K (k+1) 52 n=1

3. Un premier contre-exemple.

a. Soit i € N fixé. La série ) b; ; converge car la suite (b; ;) >i+1 est géométrique de raison 3 et on a:

320
+o0 i—1 +00 1 too q
Z Zblj+b’bl+zb13_0+( 1)+Z 2j—i:_1+227k:_1+1:0'
7=0 j= J=i+1 J=i+1 k=1
+ 00 +00 +00
La série >~ > b; j converge car ¢’est la série nulle. D’out le nombre ) > b; ; existe et est nul.
>0 5=0 i=0 j=0
b. Soit j € N fixé. La série Z b; ; converge car la suite (b; ;)0 est nulle & partitr d’un certain rang et on a :
20
= 1 11-27 1
Y obij= Zb”+bj+2bJ Z +(=1)+ 0——7—1:——,.
=0 i=j+1 23 i 1-2 27
+00 +00 +0oo 1
La série Z Z b; ; converge (série géométrique) et on a : Z Z bi ;= Z -— =-2.
72014=0 7=014=0 =0 27
+00 +oo
D’out le nombre Y > b; ; existe et vaut —2.
j=01i=0
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+00 +00 +00 +00
c. D’apres ce qui précede, les nombres Z Z bi ; et Z Z b; ; existent mais ne sont pas égaux.
=0 j=0 §=01i=0

4. Un second contre-ezemple.

. 1
a. Soit 7 € N fixé. La série Z ¢;,; converge car géométrique de raison 3 et on a :

320
+oo i-1 +00 oo =1 1 1
Docig=oCigtciat oy, ci=0+i-20 3 3 =i-2 ) —=i-2i =0
§=0 §=0 j=i+l j=it+l =13 31-1/3
+00 +00 +00
La série >~ > b; j converge car ¢’est la série nulle. D’out le nombre ) > b; ; existe et est nul.
20 j=0 i=0 j=0
b. Soit j € N. La série Z ¢;; converge car pour tout j € N fixé, la suite (¢; ;)0 est nulle & partir d’'un certain rang. De
20
plus,
+o00 7j-1 +o0 J-1 o 2 j-1 )
i ) i
ZCi’j = ZCi’j +Cj7j+ 4_2 Cij = 2—223 J+]+0:j—§ Z’LS .
=0 =0 i=j+1 =0 =0
Or
. . . !
29 2 2 (2,
= i3 =gy s = | Y
3730 375 37\ -
2 (jzi N (z-1)- (27 -1)
- 31 (z-1)2 .
2 23— (37-1)
S 3t 4
1 3 -1
AT
R o 13-1 13 -1
AAIHSI7 ;}Cihj =7—-37+ 5 3j—1 = 53]7_1
RN : - . RPN 13/ -1 3
c. La série Z Z ¢;,; diverge grossierement puisque le terme général Z Cij= - —> .
520 i=0 7 2 37 e 2
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