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Devoir libre N24

a rendre le mardi 02/12/2025.

Probleme

n
1
Pour n € N*, on note H,, = Z z et u, = H, —Inn.
k=1
1 Mont 1
. a. Montrer que u,, — u ~ —.
d " ntl +o00 2n2
b. En déduire que Z (un — un41) est une série convergente.
n>1

c. Justifier que la suite (uy,),>1 converge. On note v sa limite.

n 1 n—1 1
d. Montrer que pour tout entier n tel que n > 2 —<Ilnn< —.

e. En déduire que 0 < < 1.

2. On pose pour tout entier naturel non nul n, v, = u, — .

. =1 n
a. Vérifier quefyzl—i—z ——1In .

= \n n—1
= k 1
b. En dédui = In{—]—+1].
n déduire que vy, Z (n(k_1> k)
k=n+1
1 1
c. Conclure que H,, = nn+~vy+ —+4o(— ).
+o0 2n n
. 1
3. On pose pour tout entier naturel non nul n, w, = u, — v — o
n
a. Donner un équivalent simple de wy,4+1 — Wy,
- 1 1 2 . =1 1
b. Vérifier que ol m fodies puis que, kz:% T3 nloo 22

c. Conclure que

11 1
e T D +0(n?>'

4. Application. On note «,, = min {k: e N*, Hp> n} et on pose H, =Inn + v+ ¢, avec e, —T> 0.
n—-+00
Justifier I’existence de a,.

a.
b. Etablir exp(n —v —€q,,) < an < 1+exp(n —v —€q,—1)-

c. En déduire un équivalent de ay,.

. |
d. Conclure que lim ntl—e
n—+00  Qyp

D’aprés : CNC 2021 MP (extrait).

Exercice

1. Soit x € |-1,1].
+00 400

nz" Xz (k+1)
a. Montrer que la série converge et que = na Y,
a > T geetque Y, oo =3 >
n>1 n=1 n=1k=0
- zP , X - na'"
b. Montrer que la série Z Tz converge et que sa somme est égale a celle de la série Z —.
le(1—38) nle—x
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+o0 1 7.‘.2
2. On admet que kz: FERr
=1
+oo 1

a. Montrer que 'on peut définir, pour tout n € N*, w,, =n —_—
q p ;D n kz:;l BT D)

b. Montrer que la série E uy, converge et calculer sa somme.
n>1

3. Un premier contre-exemple. On considere la famille (b; j)(; j)en2 définie, pour tout (7, j) € N2, par

0 sioi>7
bij = -1 s i=j .
1 .
i st <)
“+o00 +oo
a. Montrer 'existence de Z Z b; ; et calculer sa valeur.
i=0 j=0
“+00 400
b. Montrer 1’existence de Z Z b; j et calculer sa valeur.
§=0i=0
+o00 +oo +o00 400
c. A-t-on Z Z bi,j = Z Z bi,j ?
i=0 j=0 §=0i=0

4. Un second contre-exzemple. On considere la famille (¢; ;) (; jyen2 définie, pour tout (i, j) € N2, par
0 si1>7
Cij=14 17 si i=7 .
—2i37 si i<y

+00 400
a. Montrer 'existence de Z Z cij et calculer sa valeur.
i=0 j=0
Lo . = 13/ -1
b. Soit j € N. Montrer que la série Z ci,j converge et que Z Cij = PRI
>0 =0
+oo
c. Quelle est la nature de la série Z Z cij?
§>04=0

D’apreés : Centrale 2023 PC (extrait).
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