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Intégrales généralisées (correction)

1 teo 1
Corrigé de I'exercice 1. 1. La fonction f : ¢t — est cpm et positive sur [0,+o0[ et f(t) ~ 5 Comme f —dt
+o00 1

+1

tt+1 oo

converge (intégrale de Riemann « =3 > 1) alors U'intégrale [ f(t)dt converge.
0

2. fit arctant
. : [—

est cpm et positive sur 0, +oo et f(t) P 1 donc f est prolongeable par continuité en 0 et f(t) ~ %

+ 00

+00
Or [ %dt diverge (intégrale de Riemann « = 1) alors I’ 1ntegrale f f()dt diverge.
1 0

1 teo ]
3. f:t— est cpm et positive sur [0,+oo[ et f(¢) ~ T Comme [ ;dt diverge (intégrale de Riemann « = 1)
+00 1

t2+1 oo
alors 'intégrale f f()dt diverge.
0

1 +oo +0oo
4, f:t—> tsin(;) est cpm sur [1,+o0[ et f(¢) ~ 1. Comme f 1dt diverge alors I'intégrale f f(t)dt diverge.
+ o0 1 0

1 too 1
5 f:tr— et est cpm et positive sur [0, +0o[ et t2f(t) pa— 0 donc f(t) = o(t—Q). Comme f tjdt converge
—+00 +oo 1

+00
(intégrale de Riemann « =2 > 1) alors l'intégrale [ f(t)dt converge.
0

1 teo ]
. " 3/2 _
6. f:tr—s est cpm et positive sur [1, +oo[ et %2 f(¢) P 0 donc f(t) Z0 (t3/2 ) Comme /1 oz ——dt converge

Int
t(t+1)
+00
(intégrale de Riemann « = 3/2 > 1) alors l'intégrale f f(t)dt converge.
1
+00

Int 1 1
7. fit— tn—l est cpm et positive sur [1,+oo[ et tf(t) ot donc 750 (f(t)). Comme f Edt diverge (intégrale
+ —+00 +o00 1

+ 0o
de Riemann « = 1) alors I'intégrale / f(t)dt diverge.
1

sint
8. fit— ——

32 est cpm sur )0, +oo[ et

1 11
e au voisinage de 0% : f(¢t) o 7 et f %dt diverge (intégrale de Riemann « =1).
* 0

1 too ]
e au voisinage de +oo : f(t) = O(t3/2) et f PEID —-=dt converge (intégrale de Riemann « = 3/2 > 1) donc l'intégrale
1

+o00

f(t)dt converge absolument donc converge.
+o00
D’ou l'intégrale [ f(t)dt diverge.
0
Vi+t-1 1+5+0(t)-1 1

9. f:it— — est cpm sur ]0,1] et f(¢) e " o 5 Donc f est prolongeable par continuité en 0%

1
et intégrale / f(t)dt converge.
0

10. f:t+—>

T x 1
est continue sur [0, 1] et F(z) = / f@)dt = [arcsin t] = arcsinz — g Donc lintégrale f f@)de
0 0 0

r—1

1
7P
converge et f f)dt = linll F(x)-F(0) = g

0 1"

1 1 11
1. fitr— — 1 est cpm sur ]0,1] et f(t) o Comme / ;dt diverge (intégrale de Riemann « = 1) alors 'intégrale
et — * 0

1
/ f(t)dt diverge.
0
In(1+¢)
12, fitr— —aE est cpm sur ]0,1] et f(t) ~ 7 Comme f —dt converge (intégrale de Riemann o =1/2 < 1) alors

1
I'intégrale [ f(t)dt converge.
0
t-1
13. f:tr— ot est cpm sur 0, 1] et
n

_h
t=1+h In(1+h) h0-

T¢-1
Donc f est prolongeable par continuité en 0 et 1 et 'intégrale [ ﬁdt converge.
0o In
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1
14. f:t+—> ln(l + t—z) est cpm sur ]0,+oo[ et
e au voisinage de 07 :

\/Ef(t) = \/Ehl(]. + t2) - 2\/Eh’lt ﬁ) 0
1
donc f(t) zo (\/2_5) et l'intégrale f —dt converge (intégrale de Riemann o =1/2 < 1).

1 +o00
e au voisinage de +oo : f(t) ~ 2 et I'intégrale [ t—2dt converge (intégrale de Riemann a =2 > 1).
+o00 1
+o00
D’ou lintégrale f f(t)dt converge.
0

1 1
15. f:t+— Int est continue sur ]0,1] et F(z) = f F@)dt =[¢tlnt - t]; =z—-1-2lnz —— —1. Donc l'intégrale f f@)de
T + 0

z—0

1
converge et / f)de = lirg+ F(x)=-1.

In 1 1 11
16. f:t+—> e 1) 1) est cpm sur ]0,1] et f(¢) o nTt donc tf(t) puvvainl i-e e o(f(t)). Comme fo ;dt diverge

1
(intégrale de Riemann « = 1) alors l'intégrale [ f(t)dt diverge.
0
1
17. f:t—exp (— (t2 + t—Q)) est cpm sur |0, +oo[ et
e au voisinage de 0% : f(t) . 0 donc f est prolongeable par continuité en 0.
e au voisinage de +oo :

£2f(t) = t2et e U —0.
—0

1 too ]
donc f(t) = (tQ) et [ t—th converge (intégrale de Riemann a=2>1).
+o00
oo
D’ou l'intégrale f f(t)dt converge.
0

In(1+h
M —— 1. Donc f est prolongeable par continuité en 0 et 'intégrale

Int
1 —_— 1
8. f:t 1 est cpm sur |1,e] et f(t) i - p—_—

/ f(t)dt converge.
1

1/2 I de 1
19. f:t+—> - est cpm sur [0, 1] et f(¢) - 1/ : Comme [ 17 diverge alors l'intégrale / f(t)dt diverge.
- -1- o 1- 0
t
20. f:t—> tsn : est cpm sur ]0,1[ et ]1,+oo].

e au voisinage de 0% : \/_f(t) ~ —\/_lnt o 0 donc f(t)
a=1/2<1).

1 /
— converge (intégrale de Riemann

Int

o au voisinage de 1 : f(¢t) ~ 301 = 3

donc f est prolongeable par continuité en 1.

e au voisinage de +oo :
Int

t2f (t) T 0

1 +oo dt
done f(t) o0 (tQ) et f 3 converge (intégrale de Riemann o = 2> 1).

+o0
D’ou l'intégrale f f(t)dt converge.
0

arctant

Corrigé de I'exercice 2. 1. f:t+—> est cpm et positive sur ]0, +oo[ et

Lode
o au voisinage de 0 : f(¢) ~ et f pry converge ssi a < 2.
0 -

0+ toz—l
d T +o00 t . 1
¢ au voisinage de +oo : f(t) ~ 55 et f — converge ssi a > 1.
+00
D’ou f f(t)dt converge ssi 1 < a< 2.
0
1—-tanht .
2. fit—> BT est cpm et positive sur ]0, +oo[ et
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1 Ldt
e au voisinage de 0 : f(¢) fol et f 7o Converge ssi a< 1.
+ 0
2 e—2t D) e—2t
(1+e20) +oo (o

+o00 +oo
f e~ dt converge alors f f(t)dt converge.
1 1

e au voisinage de +oo : f(t) =

et e f(t) ——- 0 pour tout a € R donc f(t) = o(e™"). Comme

+oo
D’ou f f(t)dt converge ssi a < 1.
0

L . too dt +oo (] 1 t +oo
Corrigé de I'exercice 3. 1. f = f (f )dt = [111 (—)] =1In2.
1 t(t+1) N t t+1 t+1/1

2. Puisque ¢t — ¢ f(t) admet une limite finie en 0 et en +oo, alors par une intégration par parties on a

+o00 1 +o00 +o00 2 +o00 1 +o00
f 1n(1+—)dt—[tln(l+—)] +[ 7dt:2/ —Q[arctant] =T.
0 t2 ) lo 0 1+1¢2 0 1+1¢2 0

—_—
=0
+00 Vi +oo + +oo
3. / e Vidt = Zf se”*ds =2[-se”*], +2f efds=2[-€e"]; =2.
0 t=s 0
Corrigé de I'exercice 4. 1. f,, :t—>t"e " est continue et positive sur [0, +oo[ et 2 f,(t) P 0. Donc f,, est intégrable sur
—+00
[0, +oo].
Pour n > 1, la fonction ¢ — —e™* " admet une limite finie en +oo donc

~ +o00 n ot ~ n ot +00 +00 ot » ~
I, = thetdt=| -t"e - nt" " (—e " )dt =nlpy_q.
0 0 0

=0 =—nl,_1

N _ + 00
D’ou I, =n!ly = n![ —e t]o =nl.
2. fn:t—>|Int|" est continue et positive sur ]0,1] et \/£f,(t) P 0. Donc f, est intégrable sur ]0,1].

Pour n > 1, la fonction ¢ — ¢|In¢|" admet une limite finie en 0* donc

1 1 1 1
In:f |lnt|”dt:(—1)"f " tdt = (~1)" [¢1n" t] +n(-1)"-1[ (Int)"Ldt.
0 0 0 0

—_——
=0 =In-1

Donc I,, = nl,,_1. Soit I,, =n!I; =n! car I; = 1.
3. fpq:t—t?(Int)? est continue sur ]0,1].

o Sig=0alors f,, est intégrable sur ]0,1] car —p < 1.

e SigeN* alors pour a =

€]-p,1[ on a fp4(t) P 0 donc fp 4 est intégrable sur ]0,1].

Par une intégration par parties successives on obtient

1 1 » 4 B tp
/O fp’q(t)dt:fo t*(Int) dt—[

] 1f tP(Int)?tdt = (- 1)2?( 1)gf1tp(lnt)q_2dt.
0

—_—
=0
1 g!
En répétant les intégrations par parties jusqu’a disparition du facteur In¢, on obtient f tP(Int)?dt = (_1)(1W.
0 D+

1 teo g
est cpm sur [0, +oo] et fn(t) ——. Comme f converge
1

Corrigé de I'exercice 5. 1. Soit n e N*0. f,, : t —> L 2

b
(1+¢2)n
+o00
(2n > 1) alors l'intégrale f fn(t)dt converge.

0
2. Soit X >0. On a

Xt t 1 X om?
/(; (1+t2)”:[(1+t2)”]0Jr 0 (1+t2)”+1dt (1+X2)" (/ (1+t2)" f (1+t2)”+1)'

2n —
Lorsque X tend vers +oo, toutes les limites existent, et on obtient I, = 2n(I, — I,4+1) soit [,41 = Tln. Donc
n

nl ok -1 (2n -2)!
I=1 =
! ,!—[1 2% (2 1(n-1))2

I;.
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Lo dt foo T o pom__(n-2)
OrIl—fO 1+t2_[arctan]0 —Z-DOUV”EN’ "2 (2 (n-1))2

Corrigé de I'exercice 6. 1. Soit f: [0, +oo[ —> C définie par f(t) = e avec A = —a +iw. On a

Fa) = [ozf(t)dt - [%e)‘t]: - eAT_l

Az _ eiww

—ax

+00 _1
Puisque e e —— 0, on en déduit que f f(t)dt converge et vaut 5
0

Ir—>+00
bornée
La partie réelle et la partie imaginaire de cette intégrale sont donc aussi convergentes ce qui assure l’existence des intégrales

définissant C(a,w) et S(a,w). D’ou :

C(a,W):Re(;l):Re(a+iw):aza et S’(oz,cu):L

A a? + w? + w? a? +w?

1
2. fit—> est définie et continue sur R car le discriminant A = 4(a? = 3) <0. On a : f(t) i 72 donc f est
—+oo

1
t2 +2at + 3
intégrable sur R. De plus

+o00 1 d +00 1 d
S t:f ———dt
[oo t2+2at+ 3 -0 (t+a)2+p-a?

+0o0o 1
:'-’ [m 52+/8—062ds

s=t+a

1 s +oo
= 7,8 — larctan (b’ — )l_m

™

B-a?

1 11
Corrigé de I'exercice 7. 1. On a ~ et [ ;dt diverge donc par intégration des relations de comparaison
* 0

et-10
11 11
/ dt ~ f —dt=-Inz.
z et-1 z—=0* Jz

1 +o00
2. On a ~ — et / —dt converge donc par intégration des relations de comparaison
t3+1 +oo t3 1 t3
+o0 1 +oo ] 1
/ dt ~ [ e
T tt+1 T—>+oo Jy t3 212
arctant ‘oo ]
3. Ona = % et [ Edt diverge donc par intégration des relations de comparaison
+o00 1
Z arctant z
[~ [ LT
1 t z>too J1 2% 2
et et et
4. tr—> - est continue, positive sur [1,+oo[ et tQT v 0 donc t — - est intégrable sur [1, +oo[. Par une intégration
—+00

par parties

—t —t +oo ot
e e
Or — =o0 () et f Tdt converge. Par intégration des relations de comparaison
1

12 +oo t
+00 -t +o0o —t
f Cat = o f S at).
x t2 T—>+00 T t

1
Corrigé de I'exercice 8. 1. La fonction ¢t — n répont a la question.

2. On considére la fonction f, définie, continue et affine par morceaux sur [1,+oo[ : Vn € N*

1 1
f(n - 27) =f (n+ 27) =0, f(n) =n et nulle ailleur.
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k+1 1(k k+1 3k+1
On a A f(t)dt: 5 (2? + W) = W donc

Foo 2o3k+1
fl f(t)dt = lim Z[ f(t)dt= lim_ ;We]&.

Donc f intégrable sur [1,+oo[ mais f(n) —— +oo et f n’a pas de limite nulle en +oo.
n—+oo

e—at -bt

—-e
Corrigé de I'exercice 9. 1. f:t+— — est définie et cpm sur 0, +oo[ et
e au voisinage de 0% :

at—1+bt+o(t) b—a
t t—0

1
t) =
7(1) =
Donc f est prolongeable par continuité en 0.
« au voisinage de +oo : t2f(t) p—— 0 donc f intégrable au voisinage de +oo.
{—+o00

D’ou existence de l'intégrale I.
—at

e
2. Soit € > 0. Comme a > 0, la fonction ¢t —

I:/+we
€

—t _ _
et-1 t+o(t)

est intégrable sur [e, +oo[ donc on peut écrire :

bt

+o00 ,— +o0 ,—S +oo ,—S be =S
e e e e
f ——dt = [ ds - f ds = f ds.
€ t at=s, bt=s Jae S be S ac S

-1 donc f est prolongeable par continuité en 0. Notons encore f le prolongement de f

3. On a
t t—0

0
obtenu en posant f(0) = -1, qui est donc continu sur R. Soit F' la primitive de f qui s’annule en 0. On a

~t

fbe € t_ldt = F(be) = F(ag) —— F(0) - F(0) = 0.

Car I est continue en 0. Donc

be At be ot be
. e . e ' -1 . dt
I =1lim —dt = lim —
e—>0Jae 1 e—0 Jae e—0
—_—
=0

Dou I = ln(é).
a
t 2t

1t_ 400 A=t _ A—
4 f f € 7¢ qt=m2
hlt lnt s Jo t

Corrigé de I'exercice 10. 1. f:{+—

1
———— est continue sur |2, + et
t(Int)? (2,00

P() = [ e -

[1_ (lnt)"- ﬂ] si Bl

2

[ln(ln?f)];C si B=1
ﬁ ((nz)'# - (m2)'#) si =1
In(lnz) -In(In2) si B=1

donc F'(z) admet une limite finie ssi § > 1.

+0oo t
D’ou l'intégrale [2 H(Int)? converge ssi 5> 1.
s . . T dt +oo dg .
On peut aussi utiliser le changement de variable x = Int¢. Ainsi f — = f — converge ssi 8> 1.
2 t(lnt)f  Jm2 2P
-« 1 1
2. Supposons a< 1. On a tf(t) = +00. Ainsi, pour ¢ assez grand, f(t) > - donc - = O(f(1)).

(Int)# toteo
+o00 dt +o00
Comme f v diverge alors 'intégrale f f(t)dt diverge.
2 2

3. Supposons a > 1. Soit @’ e R tel que 1 <o’ <a. On a

1 1 1 ( 1 )
= = 0o|l—
ta(Int)? 1o o=’ (Inf)P oo -\’
—_————
— 0

t—+too
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1+«

1
Donc il suffit de prendre v =a’ = > 1. Ainsi f(t) = O(ti’Y)'
+o00

C f+00 dt 17. t' al f+oo dt
omme — converge, 'intégrale ———— converge.
2 & & 2 te(Int)s &
4. D’apres ce qui précede
a>1
f+oo dt
——— converge <> ou )
2 t*(Int)B 8
a=1et >1
1 . 1
5. f:t— ———— est cpm sur ]0,1/2]. Par le changement de variable s = —, on a
te|ln |8 t

f1/2 dt f+oo s 1 d f+oo ds f+00 ds
— = —— —ds= — = _—.
o t¥nt]® J2  [In(1/s))? s2 2 s ns|f  J2  s22(Ins)B

d [1/2 dt _/'+°° ds Dot
onc converge ssi —————— converge. D’oll
0o t*nt|8 & 2 s2%(lns)P &

< = > .
0 ta |1n t|6 converge ss1 (@ ou (& (§

Corrigé de I'exercice 11. 1. f:¢+—In(sint) est cpm sur ]O, g] et

Vif(t) = \/fln(t— % +0(t3)) = \/f(lnt+1n(l— % +0(t2))) = \/f(lnt— % +0(t2)) — 0.

t—0*

Donc l'intégrale f “In (sint) dt converge.
0

Par le changement de variable ¢t = g —z,on a I =J donc l'intégrale définissant J converge aussi.

2. On a
mln2
2

I+J:faln(sint)+ln(cost)dt:faln(%sin(Qt))dt:filn(sin(%))dt—
0 0 0
Or

7 , 1 rm )
fo In (sin(2t)) dt o /0 In (sins) ds
1 r3s . 1 rm .
= ,f In (sins)ds + ,f In (sin s) ds
2 Jo 2Jz

™

1 rz 1 rs
= *f ln(sins)ds+ff In (cost) dt
s=t+m/2 2 J0O 2 Jo
1
=—(I+J).
5U+J)

T2 ot 1= - —7”;2.

s t s
f2 dt = f2 (z—u)tanudu
0 tant w=w/2-t JO 2

= [— (g - u) In (cos u)]:/2 - /;% In (cosu) du.

DoncI+J:%(I+J)—
3. Ona

™

T ¢ dt:_J:ﬂ'th.

Or (7 - u) In (cos u) hln (sinh) —— 0. D’ou /
2 h—0* 0

tant

Corrigé de I'exercice 12. 1. Soit a > 0.

Int
= [
(@) = a? + t2

t° Inag-Inu
L,
ua/ta 0 1+u?

lna +oo duy 1

na -2I(1
a Jo 1+u?® a 1)
_wlna  I(1)
2 a
1
Pour a =1 on obtient I(1) =0. D’ou I(a) = 7r2na.
a
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2. Soit a € R.

oo dt
I(a):fo (1+¢2)(1+¢2)

+oo Ua d
u:_l/t/o (1+u?)(1+u2) “

oo 1+t® too dt ™
D 21 = f —dt = f ——=—.Doul = —
one 2I(a) = | T @@ o 112 ot Ia) =

3. Soit a < b.

b dt
SR A
. f(b a)/2 du
u=(a+b)/2-t J-v-a)/2 /(b - a)[2 - u) ((b—a)/2 +u)

s=2u/_(b—a) [1 V1-gs2

= [arcsin SE1 =T.

Corrigé de I'exercice 13. 1. Par une intégration par parties on a :

fxf(t)dt [—cost]”” f costdt o1 CcosT /9” costdt
= - ——dt =cosl - - —dt.
1 t L 1 2 T 1 2

sint
e La fonction f:t+— e est continue par moreaux sur ]0,+oo[ et prolongeable par continuité en 0 car f(t) — 1

t—0+

donc lintégrale f f(t)dt converge.
0

t t 1
e La fonction t — % est intégrable sur [1,+oo[ car % = O(t—Q) De plus, sy, 0 donc l’intégrale
+ o0 Tr—>+o0o
+ o0
f f(t)dt converge.
1
+0oo l
D’ou l'intégrale de Dirichlet f —dt converge.
2. Pour tout n>1
n km t
f smt = Z ( |s1n | t) relation de Chasles
0 ol \J(k-7m T
n sint _ st 4 ; 4] est riodi
—kgl( I+ (- D)n ) — |sint| est m — périodique
n
>y ( smtdt) t+ (k-1)m < km pour t € [0,7]
k=1
n
= Z ( —cost 0)
2_ |
— Z % somme partielle de la série harmonique
71' k=1
too sint
D’ou l'intégrale de Dirichlet f Tdt ne converge pas absolument.
0

Corrigé de I'exercice 14. Par une intégration par parties on a

+o00o 2
Iyio = f "2 et qt
0

_ _1 [t’”l e_tz];“’ +n +1

+oo
et dt

2 2 0
N— ——
=0
_ n+11n'
2

n+

1
Ainsi I, = Tfn. Notons que Iy = (intégrale de Gauss).

S

2 —
o Sin=2peN* alors Iy, = p?lgp_g donc
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~(2p-1)(2p-3)...x1_ (2p)!
L2 = 2x2x%x...x2 IO_22P+1p!\/E
e Sin=2p+1 alors Izp1 = plop—1 donc

p! 1
Igpﬂsz(p—l)...xlx.fl:;. (11:5)
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