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Devoir libre N°9 (correction)
a rendre le mardi 06/01/2026.
Probleme
Deux intégrales classiques
Partie | : Intégrale de Dirichlet.

1. a. Par une intégration par parties on a

/Asint t[ cost
1t N t

A A cost A A cost
— / 7(305 dt = COS(l) cos — / 7008 dt.
1 1

L 12 A 12
t 1 t A
b. On a st _ 0] () donc t —s 2 gt intégrable au voisinage de +oo et cos 0 donc
2 +oo t2 t2 A A—+o0
L, +o° gin sint
I'intégrale / Tdt converge. De plus, la fonction ¢ — ~ est cpm sur |0, +oo[ et prolongeable par
1
ey e e s o0 gint
continuité en 0*. Ainsi, I'intégrale / Tdt converge.
0
2. Par une intégration par parties on a
+° gint 1 —cost] ™ +° 1 — cost
/ Todt = | —— |+ / ——dt
0 t t 0 0 t
—_———
=0
+00 oin2 t/2
0 t2
+00 S' 2
_ / 1n2xdx
z=t/2 J0 x
3. Soit t € ]0, %[, on a sint <t < tant donc
) )
sin“(nt sin“(nt
cot? tsin?(nt) < in”(nt) < 1. (2n )
12 sin? t
Donc
bl ) T . 9
S t S t
/2 cot? tsin?(nt)dt < /2 sin_(nf) 4, < /2 sin(nt) gy,
0 0 2 o sin?t
(les intégrales a droite et a gauche sont bien définies). Ainsi, Vn € N, B, < J, < A,
4. a. Soitn €N. On a
) 22 T 2 102
S t)—s 1)t S 2)t) —s 1)t
Ay Ay — 2401 = /2 in*(nt) — sin®((n + ))dt+/2 in®((n + )). sin ((n+1)t) .,
sin?t 0 sin“ t
—4 cos(25L ) sin ¢ sin(25H ¢) cost % 4dcos(Z53t) sin t sin(25E3¢) cos ¢
_ / : dt + / — dt
sin“ ¢t 0 sin“ ¢
—sin((2n + 1)t) sin(2t 2 sin((2n + 3)t) sin(2¢
e ED0S0) (% s D)),
sin?t 0 sin“ ¢
/2 2sin(2t) cos((2n + 2)t) sintdt
N sin?t

= 2/ costcos((2n + 2)t)dt
0

= /’2' cos((2n + 1)t)dt + /g cos((2n + 3)t)dt
0 0

= (=1)"sin(7/2) + (—1)"sin(37/2) = 0.
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b. Soit n € N*. On a

3 (sin?nt .
A, — B, = /0 < 2 cot?(t) sin?(nt) | dt

[

1 [2 T
= — 1 — 2 = —.
2/0 (1 — cos(2nt))dt 1

[NIE]

sin?(nt)dt

c. Ona A, — Apt1 = Apt1 — Apgo donc la suite (A, — Apy1),, est constante donc

An_AnJrl:AO_A1:O_7T/2:_7T/2.

D'ou :
n—1 nr
VneN, A, = Ay — Z(Ak — Ak+1) = —?.
k=0
nr
t Vn e N*, B, = — — —.
evn nT T Ty
5. Pour n >1o0n a
ﬁ _ /"2” szxdw /+°° sin?t 7
n z=nt Jq €T n—+oo Jo $2
B J, A J,
6.Pournzlona—ng—ng—ndoncz—lg—ngzA1n81——> D’ou
n n n 2  4n n 2 n n—+oo 2
I /*00 sint .
0 t 2
Partie Il : Intégrale de Gauss.

1. a Wy —W, = /2 sin" ¢ (sint — 1) d¢t < 0. Donc la suite (W,,) est décroissante.
0 % > "
> <0

b. Par une intégration par parties on a

™

Wigo = /2 sin £ sin™ ! ¢dt
0

Wl

2
= {— costsin™ ! t} ;r/ +(n+1) / cos® t sin™ tdt

0

=(n+1) /5(1 — sin? t sin™ tdt
0
=+ 1)W, —(n+1)W, 4.
n+1

n+2 "
C. OnaWozgetI/Vl:ldonc

Ainsi Vn e N, W19 =

2p—1)(2p—3)...x1 2p)! «
Wo, = = 55
2p)(2p—2)...x2 (2Pp!)” 2
et
(2p)(2p—2)... x 2 (2rp!)?
Wopt1 = 1= P
2p+1)(2p—1)...x3 (2p+1)!
d. Comme (W),), est décroissante alors
ntl_ Wiz  Won
n+ 2 w, — W, —
Ainsi W, 2 W
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e. D’une part, en séparant les cas n pair et n impair a partir des formules trouvées ci-dessus, on obtient la

formule

I
D Wp ~ /—.
e SV on

D’autre part, par la formule de Stirling on a

_ @ K<25>2m il
2 (orpl)2 2 foo . (K <p>17\/ﬁ)2 2 V2K’

(n+ D)Wy Wy, = g

V2pK o0
2. t—3 et est positive cpm sur [0, +00] et t2 e~

Ainsi il ‘/41. D'ou K = /2.
D

¥ 5 0donc t —s et est intégrable sur [0, +o0].

t—-+o0

3. La fonction g : t — —1In(1 — ¢) est convexe sur |—oo, 1] car ¢” > 0. Donc pour tout ¢ € |—o0, 1],

g(t) > (t—0)x 140 ie In(l—1t)<—t.

t2 t2
Ainsi Vt € [0, y/n[, In <1 - ) < ——.
mn

n
4. Soit t € [0,/n[, on a

t2 >
exp|nln|1—— <et
n

2\"
donc (1 — ) < e . Cette derniére inégalité reste vraie lorsque t = y/n donc
n

Vi 2\" Vi
/ 1—— dtS/ e " dt.
0 n 0

vn +2 n w/2
/ (1 — ) dt = \/ﬁ/ sin®" ™! zdz = V/nWani1.
0 n t=+v/ncosz 0

Jn

Ainsi \/nWa, 41 < / et dt.
0
De méme, on montre que V¢ € |—1, +oo], In(1 +¢) < ¢. Donc

N Jn 2\ "
/ et dtg/ 1+ — dt.
0 0 n

Vn 2\ 7" /4 —n+1
1+—] dt = 1 + tan? d
/0 ( + TL) t=y/ntanx \/E/O ( +tan 33) v

/4 P
= \/ﬁ/ cos™" “ xdzx
0

w/2
= / sin?" 2 ¢dt
x=m/2—t /4

w/2
< / sin?" 2 ¢tdt = /nWap_a.
0

Vvn
D’ou Vn € N*, \/’EWQn_H < / e_t2 dt < \/ﬁWQn_Q.
0
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5. On a
LS

.
\/HWQTL+1 +'\0Jo \/HHE 1.e. \/ﬁWQn+1 +f:o 7
JE
5

™
De méme /nWo,_o e \g Par passage a la limite dans I'inégalité précédente, on obtient I =
[e.e]
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