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Généralités

Dans ce chapitre, I désigne un intervalle de R et F' un espace normé de
dimension finie.

Soit n =dim F et B une base de F'.

Définition 1.1 (équation linéaires vectorielles du premier ordre).

On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 (EDL1)
vectorielle, toute équation de la forme

(&) :a'(t) = a(t)(2(t)) + b(t)

d'inconnue z: I — Foua:l — L(F)etb:] — F.
On appelle EDL homogéne associée a (£), I'équation
(€0) =2’ () = a(t)(x(1)) |

On appelle solution de (£) toute fonction dérivable et vérifie
I'équation (&).
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o Posons :
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Traduction matricielle

X(t) =Matg(z(t)) e Mp1(K)
A(t) =Matg(a(t)) e Mp(K)

B(t) =Matg(b(t)) e Mp1(K).

® |'équation vectorielle (£) équivaut a I'équation matricielle

(E): X'(t) = A(t).X (t) + B(t) |
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o z1(t)

* Sionnote X(t)=| : |, A(t)= (ai,j(t))lgi,jm et
zn (1)
b1(t)
B(t)=| : | Alors|'équation (£) équivaut au systéme
bn(t)

différentiel :
x'l(t) = a171(t)a}1(t) +...+ alm(t)xn(t) + bl(t)

x(t) = anl(t)fcl(t) +. ' A apn(t)zn(t) + by (t)
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Théoréme 1.1 (théoréme de Cauchy Iinéaire).

Sia:I— L(F) etb: I — F sont continues sur I alors, pour tout
(to,z0) € I x F, le probléme de Cauchy

x'(t) a(t)(z(t)) +b(t)
(PC):
z(to) = wo

admet une unique solution o définie sur I et vérifie :

Viel, o(t) =m0+ /tot (a(s)(gp(s)) + b(s)) ds |
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o Soient ¢ et 1 deux solutions de (&) définies sur I.
Fto eI, p(to) =v(to) = Viel, (t)=1(1) |

Toute solution non nulle de (&) ne s’annule en aucun
point de I.
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Proposition 1.1 (structure de I'ensemble des solutions de (S)).

L’ensemble, Sg,, des solutions de (o) sur I est un sev de C* (I, F).
Soit tg € I fixé. L’application
&y Sgy, — F
x  — x(to)

est un isomorphisme d’ev. En particulier, | dim Sg, = dim F' |.

L’ensemble, Sg, des solutions de (E) sur I est un sous-espace affine
de C'(I, F) de direction Sg, :

Sg=90+550={<p+<po, 9006550}

ou @ une solution particuliére de (£).
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Définition 1.2 (systéme fondamental de solutions de Sgo)-

On appelle systéme fondamental de solutions (s.f.s) de & toute base
(¢15---,pn) de Sg,.

Pl‘OpOSitiOI’I 1.2 (méthode de variation des constantes).

Soient (p1,...,¢n) un s.f.s de Sg, et \i,..., A\, : I — K dérivables sur
1. On a équivalence entre :

@ :t— > Xi(t)pi(t) solution de (E);
i=1

Viel, S N(0)pi(t) = b(t).
=1
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Résolution de 'EDL1 homogene a coefficients

constants

Soit a € L(F). On considere I'EDL1 homogene a coefficients constants :

(&) : 2/ (t) = a(z(t)) |

(&o) équivaut a I'équation matricielle

(Eo): X'(t) = A.X(t)

ou X = Matg(z) et A=Matp(a).
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Théoréme 1.2 (résolution de (&) et le (PC) associé a (80)).

Les solutions de (Ey) sont les applications = : t — e'%(c) ot ce F.
Soit (tg,zo) € I x F. L'unique solution du probléme de Cauchy
2'(t) = a(z(t))
(PC) :
x(tg) = xo

est donnée par| Vt e I, x(t) = (109 (1) |.

2025-2026
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Corollaire 1.1 (résolution de (Ep) et le (PC) associé a (EU))

Les solutions de (Ey) sont les applications
X:t—eh.C ot CeM,1(K).
Soit (to, Xo) € I x My, 1(K). L'unique solution du probléme de
Cauchy
X'(t)

AX(b)
(PC):
X (to)

Xo

est donnée par| YVt eI, X (t)=e(t-10)A X, |
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@ Résoudre sur R, le systeme différentiel

zi(t) = 2z1(t) - z2(t) + z3(t)
zh(t) = -z1(t) +2z2(t) — x3(t)
w3(t) = —x1(t) +x2(t)

avec £1(0) =0, z2(0) =1 et 23(0) = 0.
On pose

x1(t) 2 -1 1 0
X(t) = (xg(t)), A= (—1 2 —1) et Xo= (1)
x3(t) -1 1 0 0

de sorte que

X'(t) = AX(t)
{ X(0) =X,
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A est diagonalisable et A= PDP~! avec

1 00 1 -1 -1
D=]0 1 0Jet P=|1 0 1
0 0 2 0 1 1

Ona:
exp(tA) = Pexp(tD)P7!

1 -1 -1\/et 0 O 1 0 1
=1t o 1]]l0o € o0 1 -1
0o 1 1J\o 0 &*J\-1 1 -1
o2t et —e2t  _ot 42t
= | et =2t o2t el — o2t
et —e2t _ot 12t 9ot _e2t
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e ol \ X'(0) = AX()
@ L'unique solution du probleme de Cauchy { X(0) =X,
est
of _ 2t
X :t— exp(tA). X = e
—el +e?t
D'ou
xl(t) — et _ th
Vit e R, 1;2(75) = 2t
z3(t) = —e'+e”
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Résolution de I'EDL1 a coefficients constants avec

second membre

On considére I'EDL1 a coefficients constants avec second membre :
(&) :2'(t) = a(:v(t)) +b(t)

avec a € L(F) et b: [ — F continue.

L'équation (&) équivaut a I'équation matricielle

(E): X'(t) = A.X(t) + B(t)

ou X =Matg(x), A=Matg(a) et B=Matp(bh).
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Théoreme 1.3 (résolution de (&) et le (PC) associé a (8)).

Les solutions de (£) sont les applications

t
x:it—sel(c) + f e(t_s)a(b(s))ds
to

ou (tO,C) el xF.
Soit (tg, o) € I x F'. L'unique solution du probléme de Cauchy

x'(t) a(z(t)) +b(t)

(PC):
z(to) = o

t
est donnée par| Yt e I, x(t) = (109 (1) + f =99 (p(s))ds |
to
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Corollaire 1.2 (résolution de (E) et le (PC) associé a (E))

Les solutions de (E) sont les applications

t
X:t— et .0+ [ (=94 B(s)ds

to

ot (to,C) € I x M, 1(K).
Soit (to, Xo) € I x My, 1(K). L'unique solution du probléme de
Cauchy

X'(t) = AX(t)+B()

(PC):

X(to) Xo

t
est donnée par| Vte I, X(t)=e(t-0)A X;+ f =94 B(s)ds |
to
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@ Résoudre sur R, le systeme différentiel
oi(t) = 2x1(t) - z2(t) + 23(t) + €
xh(t) = —z1(t) +22o(t) — z3(t) + €2 .
zh(t) = -z1(t) +z2(t) - €
On pose
x1(t) 2 -1 1 el
X(t)=|z2(t)|, A=|-1 2 -1| et B(t)=|¢e*
x3(t) -1 1 0 —e
de sorte que
X'(t) = A.X(t) + B(1).
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@ Sp(A) = {1,2}. Les sous-espaces propres de A sont :

=v2
—
1 -1 -1
Ei(A)=Vect | |1],] 0 et Fo(A)=Vect | 1
0 1 1
— N—_——
=V =v3

Notons

p1(t) = e 1, @a(t) =€l vy, @3(t)=e* vs.

La famille (gol,wg,wg) forme un s.f.s de I'équation homogene
X'(t) = A.X(1).
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@ La solution de I'équation homogene X'(t) = A.X (t) est donc

ol et _ o2t
X(t) = )\1 et +)\2 0 +)\3 e2t
0 e e
= Cr=mee = S
=p1(t) =p2(t) =p3(t)

avec (A1, Ao, A3) € R3.
Cherchons une solution particuliere ¢ de I'équation

X'(t) = A.X(t) + B(t)
sous la forme

@t — A (t)p1(t) + A2(t)p2(t) + A3(t)ps(t).
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!/ !

La méthode de variation des constantes montre que les fonctions
1, A5, A5 sont solutions de :

M(B) e =X et N1 = of

N (1) et +25(t) et =
Mo (t) et +25(t) et = -¢
M) = 0 M(t) = 0
soit { My(t) = -1-e' donc VteR, { Xo(t) = -t-ée
Ny(t) = 1 A3(t) = t
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@ par suite

tet +(1-t)e*

©(t) = te?t :
(t-1)e* —tet

Finalement, pour tout ¢ € R,

r1(t) = tet+(1-t)e® + Ael-Ayef-A3e?
zo(t) = te? + Apef+)ze?
z3(t) = (t-1)e*—tel! + Agel+Aze?

avec (A1, Ao, A3) € R3.
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Cas des EDL1 scalaires (rappel MPSI)

On étudie I'équation

() :2'(t) + a(t)z(t) = b(t)

avec a,b: I — K continues.
* La solution générale de I'équation homogene x'(t) + a(t)z(t) = 0 est

zp  t— Ae A0 ol A une primitive de a et A e K |.

® On peut trouver une solution particuliere de (x) sur I sous la forme
z,(t) = A(t) e avec \: I — K fonction dérivable vérifie :

N(t) e A0 = p(t).

* La solution générale de (x) sur I est | x(t) = xp(t) + z,(t) |

2025-2026
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Généralités

Définition 2.1 (équation scalaire d’ordre n).

On appelle équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n
définie sur I toute équation de la forme

(&) x(")(t) = an_l(t)x("_l)(t) +...+ar(t)2'(t) + ag(t)x(t) + b(t)

avec ag,...,a,-1:1 — K et b:I — K continues, et d'inconnue
x : I — K fonction n fois dérivable.

On appelle EDL scalaire homogéne associée a ('), |'équation

(&) : x(”)(t) = an_l(t):c("_l)(t) +.oo+ar ()2’ (t) + ap(t)x(t)

On appelle solution de (£') toute fonction n-fois dérivable vérifie!
I'équation (&').

LUne telle solution est de classe C".
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Traduction matricielle
a(t)
/
o Pour tout t € I, notons : X (t) = ¢ (t) :
x(n—l)(t)

0 1 0 0
0 = %
A= o - 0
0 ... 0 0 1
ao(t) cee e an_g(t) an_l(t)
et
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o (&) équivaut a

et (&) équivaut a

(E'): X'(t) = A(t).X(t) + B(t)

(EL): X'(t) = A(t).X () |

Une fonction x : I —> K dérivable est solution de (&’) si, et
seulement si, = est le premier élément d'un tuple (z1,...,z,)
solution du systéme différentiel

] = T2
xh = x3
xz, = ap1(t)zy, +...+ a(t)xe + ag(t)xy + b(t)
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Théoreme 2.1 (théoréme de Cauchy Iinéaire).

Siag,...,an1:1— K etb: I — K sont continues sur I alors, pour
tout (tg, (zo, ... 733n—1)) e I x K", le probléme de Cauchy*

2 () = @ ()2 D (@) + ..+ ar ()2’ (t) + ag(t)z(t) + b(t)
(PC’):
2 ®) (tg) = 2}, pour tout ke [[0,n - 1]

admet une unique solution définie sur 1.

!Quand on considére un probléme de Cauchy, il est essentiel de prendre
toutes les dérivées au méme point.
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o Soient ¢ et 1) deux solutions de (£") définies sur I.
Si
toel, Vke[[0,n-1], oM (te) =4 (to)
alors
Viel, o(t) =(t).

Toute solution non nulle de (&)) ne s’annule en aucun
point de I.

M. BINYZE (https://supspé.com) Equations différentielles linéaires 2025-2026


https://supsp%C3%A9.com

Proposition 2.1 (structure de I’ensemble des soutions de (5’)).

L'ensemble, Sg;, des solutions de () sur I est un sev de C"(I,K).
Soit tg € I fixé. L’application

(I)to : Sg(/) —_—> K"
x — (z(to),2'(to), ..., 2" V(to))

est un isomorphisme d’ev. En particulier, | dim Sg(/) =n|.

L’ensemble, Sgr, des solutions de (£') sur I est un sous-espace affine
de C"(I,K) de direction Sgr :

Ser =@+ 5S¢ :{90+9007 <P0€555}

ou @ une solution particuliére de (E")
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Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

(EDL2)

On étudie I'ensemble Sy des solutions de I'EDL2 scalaires :

(E2) :2"(t) = a(t)x'(t) + b(t)z(t) + c(t)

avec a,b,c: I — K continues et d'inconnue x : I — K fonction deux fois
dérivable.

Définition 22 (Wronskien dans le cas scalaire).

Soit (¢1,p2) deux solutions de I'équation homogeéne associée a (E2). On
appelle Wronskien de (1, ¢2) I'application définie par :

e1(t)  pa(t)

VEel, WO =100y oht)
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Proposition 2.2 (W est solution d’une EDL1).

Le wronskien W d'un couple de solutions de I'équation homogéne associée
a (E9) vérifie

W' (t) = a()W(t) |

@ Le wronskien d'un couple de solutions de |'équation
2" +q(t)r=0

est constant.
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Proposition 2.3 (wronskien vs s.f.s).

Soit 1,9 deux solutions de I'équation homogéne associée a (E2). On a
équivalence entre :

(1, p2) est un s.f.s de I'équation homogéne associée a (Es);
Vtel, W(t)+0;
Jtge I, W(tp) #0.
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PI’OpOSitiOﬂ 2.4 (méthode de variation des constantes cas scalaire).

Si (p1,¢92) est un s.f.s de I'équation homogéne associée a (E2), on peut
trouver une solution particuliére sur I de (Es) sous la forme

z(t) = AMt)pr(t) + u(t)p2(t)

avec \, ;i : I — K fonctions dérivables vérifiant® :

N ()pr(t) + p/ (t)pa(t)

I
@)

N (8)p1 () + 1/ (D)5 (1)

c(t)

!ce systéme est de Cramer et détermine (\'(t), 1'(t)) de facon unique.
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@ Résoudre sur R I'équation
ot

' +22 v+ = ——.
1+1¢t2
La solution générale de I'équation homogéne est
t— det+utet avec \, e R.
Cherchons une solution particuliere ¢ de |'équation sous la forme
@it Nt)e b +u(t)te ™.

La méthode de variation des constantes montre que les fonctions
A et u sont solutions de :
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@ N(t)e t+tu'(t)e™ =0
1 —t / i et
“N@t)e"+(1-t)p/(t)e™ = T
1
Soit \'(t) = T et u/(t) = T donc

1
VteR, A(t) = =5 In(1+12) et Ay(t) = arctan(t).
La solution générale de I'équation est

1
t— = In(1+t?) et +tarctan(t) et +(\ + ut) e

avec A\, p e R.
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Cas des EDL2 scalaires homogeénes a coeffcients

constants (rappel MPSI)

On étudie I'équation

(x):2"(t) + ax'(t) + bx(t) =0

avec a,b € K.
L'équation caractéristique associée a (*) est
2 _
r“+ar+b=0.

Notons A son discriminant.
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Cas complexe K =C

e A #0 : deux solutions «, 8 de I'équation caractéristique. Les
fonctions 1 : t —> e et g : t —> 5 sont solutions de (x). De
1 1
plus W(0) = ‘a ﬁ‘ = —-a=+0. Donc (¢1,p2) forme un s.f.s de (*).

La solution générale de () est alors

t— Xe* +pelt avec A\, peC|

® A =0 : une solution double o de I'équation caractéristique. Les
fonctions 1 : t —> e et o : t —> te® sont solutions de (*). De
10
plus W(0) = ‘a 1

fondamental de solutions de (*). La solution générale de (*) est alors

’ =1+ 0. Donc (g1, p2) forme un systeme

t— (A +put)e* avec A\, pueC|
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Cas réel K=R

e A >0 : deux solutions «a, 8 de I'équation caractéristique. La solution

générale de (x) est alors | t —> Ae® +ue’ avec A\ peR |

e A =0 : une solution double @ de I'équation caractéristique. La

solution générale de () est alors |t — (A +put)e™ avec A\, ueR |

® A <0 : deux solutions conjuguées a = iw avec w # 0 de I'équation
caractéristique. La fonction ¢ — e(®*%)! est solution complexe de
(*) donc ses parties réelle et imaginaire 1 : t —> e cos(wt) et
@9 1t —> e sin(wt) sont solutions réelles de (). De plus
1 0 5
W(0) = 0 wl=Y? 0. Donc (1, 2) forme un systeme

fondamental de solutions de (*). La solution générale de (*) est alors

at

t — (Acos(wt) + psin(wt)) e avec A\, peR |
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Recherche de solutions développables en série

entiere

On peut rechercher des solutions d'une EDL scalaire a coefficients
polynomiaux sous forme de fonctions développables en séries entieres.

Cherchons les solutions développables en série entiere de
I'équation

(*) @ t(t-1)a" +3ta’ + 2 =0.

Soit Zant" une série entiere de rayon de convergence R > 0
et de somme S. La fonction S est définie et de classe C* sur
]-R, R|[ et, pour tout t € |-R, R[

+00 +00
S(t) =Y ant", S'(t) = > nayt"!
n=0 n=1
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+ 00 +o00

@ et S"(t) = Y n(n-1)ant" =Y (n+1)napat" "
n=2 n=1
On injecte ces expressions dans (x) :

1t —1)S"(t) + 3tS'(t) + S(t)

=128"(t) - tS"(t) + 3tS'(t) + S(t)

+
8

+0o +00 +00

= > n(n-1)apt” - ) (n+1)nani1t" +3 ) nant™ + > ant”
n=0 n=0 n=0 n=0
+00
= Z (n(n - 1Day - (n+ 1)nay.1 + 3nay, + an)t"
n=0
+o0
= ((n+1)2an—(n+1)nan+1)tn.
n=0
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L'unicité du développement en série entiere permet alors
d’'affirmer que S est solution de (*) si, et seulement si,

vneN, (n+1)2%a,=(n+1)na,,,

donc VneN, a, =naj.
Ainsi, les solutions développables en série entiére de () sont les
applications

At

+00
t— )\nz:%nt” = W avec )\ € R.
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Cas des EDL1 non normalisées

Soit I'EDL1 :

a(t)x’ +b(t)x = c(t)

ol a,b,c: I — K continues, mais a est susceptible de s’annuler sur 1.

@ Résoudre sur R |'équation

(1-t)z' -z =t.
Sur I =]1,+00[ ou ]-o00,1[, on a :

1
—X
1-1¢

C'est une EDL1. La solution générale sur I est

t
(1-t)r' -z=t <— a'= T

t2
1t —
R P T C R

avec )\ € R.
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Soit z: R\ {1} — R une solution de I'équation sur ]1,+oo[ et
]—o00,1[, dong, il existe \, i € R tels que

A t2
Vt€]1,+oo[, x(t)zﬁ+2(1—t)

et
t2
2(1-t)

Vte]-oo,1[, a(t)=—— +
1-¢
Continuité en 1 : on a

z(t) —

{ o si A#-1/2

t>1+ | -1 si A=-1/2

et
o si pu#-1/2
=) 5 {‘1 siop=-1/2
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1
@ Le prolongement en 1 est possible si, et seulement si, A = u = ~3

avec z(1) = -1.

Dérivabilité en 1 : Le prolongement en 1 est dérivable en 1.
Equation différentielle en 1 : 0 x 2/(1) — (1) = 1.

La solution générale sur R est

1 ¢
rTit— —— — —.

2 2
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Cas des EDL2 non normalisées

Soit I'EDL2 :

a(t)z" +b(t)x" + c(t)x = d(t)

ol a,b,c,d: I — K continues, mais a est susceptible de s’annuler sur I.

La démarche est la méme, cependant les raccords aux points oli a s'annule
s'obtiennent en étudiant la dérivabilité jusqu'a I'ordre 2.
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