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Dans ce chapitre est sauf indication contraire, K désigne R ou C et I, J désignent des intervalles non vides de R.

Suites et séries d’intégrales

[ Théoreme 1.1. théoréme de convergence dominée(TCD)
Soit ( f”)n une suite de fonctions de I vers K. Si

1. VneN, f, est cpm sur I,

2. ( f”)n converge simplement sur I vers une fonction f: I — K cpm,

3. Jp: I — R* cpm et intégrable sur I vérifiant : Vn e NVt e I, |f,(t)| < p(t). (hypothése de domination)

Alors les fonctions f, et f sont intégrables sur I et | lim I fa(t)dt = [I f)de |

n—>+00

+00 n n
Exemple 1.1. ®m Limite de I, = [ e " dt. On pose, pour t e R*, f,(t) =",
0

1 si tef0,1]
o ( f")n converge simplement sur R* vers f(t)={ e ' si t=1 ;
0 si t>1
e les fonctions f,, et f sont cpm sur R™;
si tel0,1]

) est, positive, cpm et intégrable sur R*.
si t>1

1
o VEeR*,VneN, [fu(t)<p(t) o ¢<t>={ .
(§]

+00 1
D’apres TCD, lim I, = f f)dt = / dt =1.
n—+0o 0 0
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( Corollaire 1.1. extension du théoreme de convergence dominée

Soit f:J x I — K une application et a un point ! adhérent & J . Si
1. Ve eJ, t— f(x,t) est cpmsur I et Viel, f(x,t) — £(t) avec £ cpm sur I,
r—a
2. Jp: I — R* cpm et intégrable sur I vérifiant : V(z,t) € JxI, |f(z,t)| < @(t). (hypothése de domination)

Alors les fonctions ¢t — f(x,t) et £ sont intégrables sur I et | lim If(a:,t)dt = /;K(t)dt I

1. a peut étre aussi une extrémité infinie de J lorsque J est un intervalle non borné de R.

Remarque 1.1 (Pratique).

m L’hypothede de domination peut-étre remplacée par « I’hypothése de domination locale » : il existe un voi-
sinage V, de a inclus dans J et ¢ : I — R* cpm et intégrable sur I vérifiant : V(xz,t) € Vy x I, |f(z,t)| < o(t).
[ Théoreme 1.2. intégration terme a terme
Soit Z fn une série de fonctions de I vers K. Si

1. VneN, f, est cpm et intégrable sur I,

2. La série Z fn converge simplement sur I et de somme cpm sur [,

3. La série numérique . f |fn(t)|dt converge.
I

+00 +00 +00
Alors la somme t — Y f,(t) est intégrable sur I et fI(Z fn(t)) de=)" (f[fn(t)) de |
n=0 n=0

n=0

.

., oo o, 1l Int =1
Exemple 1.2. m Etablir I'identité / ——dt = Z —.
0o t-1 =n?
Int & n
Pour tout t € ]0,1[, i > —In(¢)t". On pose fn(t) =—In(t)t". On a

n=0

e VneN, f, est cpm et intégrable sur 0, 1[ puisque v/Zf,,(t) P 0 et fn(t) P 0;

Int
o La série ) f, converge simplement sur ]0,1[ et sa somme ¢ — 1 est cpm sur ]0,1[;
1
(n+1)2

Int Lnt =1
Par le théoreme d’intégration terme a terme, t — 1 est intégrable sur |0, 1[ et f e > —-
0 - n=1 n

1 1 1
 La série numérique »_ f | fr(t)|dt converge puisque / | frn(t)|dt = [ —In(t)t"dt =
0 0 0

Régularité d’une intégrales a parametre

Continuité
Ici, X désigne une partie d’un espace vectoriel de dimension finie.

( Théoréme 2.1. continuité locale
Soit f: X x I — K une application et g€ X. Si

1. Vtel, x+— f(x,t) est continue en xg et Vre X, t — f(x,t) est cpm sur I,

2. 3V,, ¢ X un voisinage de a et ¢ : I — R™ cpm et intégrable sur I vérifiant :
V(x,t) € Voo x I, |f(z,t)] < p(t). (hypothése de domination)

Alors la fonction g : x — [I f(x,t)dt est définie sur V,, et continue en zo.

.
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( Théoréeme 2.2. continuité globale

Soit f: X x I — K une application. Si

1. Vtel, x+— f(x,t) est continue sur X et Vre X, t+— f(x,t) est cpm sur I,

2. 3¢ : I — R* cpm et intégrable sur I vérifiant : V(x,t) € X xI, |f(x,t)| < ¢(t). (hypothése de domination)
Alors la fonction g : z — [I f(xz,t)dt est définie et continue sur X.

Remarque 2.1 (Pratique).

B L’hypothede de domination peut-étre remplacée par « I’hypothése de domination locale » : pour tout compact
K c X, il existe px : I — R™ cpm et intégrable sur I vérifiant : V(x,t) € K x I, |f(z,t)| < pr(t).

m Lorsque X est un intervalle de R, on peut remplacer le compact K par un segment [a,b] c X.

+00 e_wt
Exemple 2.1. m Continuité de g : x — f dt sur ]0,+oo|.
0 V1+t ] [
e—xt

.On a

On pose pour tout (x,t) € |0, +oo[ x [0, +o0[, x,t) =
pose pour tout (a,1) € J0,+eo[ x [0+e0[  f(2.1) = S
e Vte[0,+00[, z+— f(x,t) est continue sur ]0,+oco[ et Vz € ]0,+o00[, t+— f(z,t) est cpm sur [0, +oo] ;

e—at

V1+t

e Soit [a,b] c ]0,+co[. On a V(x,t) € [a,b] x [0,+00[, |f(x,t)| < = ¢(t) qui est, positive, cpm et
intégrable sur [0, +oo[.

D’apres le théoréme de continuité, la fonction g est définie et continue sur ]0,+oo].

Dérivabilité
[ Théoreme 2.3. caractére C!
Soit f:J x I — K une application dérivable par rapport a x. Si
1. Vz e J, t— f(x,t) est cpm et intégrables sur I,
of . of
2. Vtel, v —> 8—(x,t) est continue sur J et VxeJ, t+— 8—(x,t) est cpm sur I,
75 x

3. 3p: I — R" cpm et intégrable sur I vérifiant :

V(x,t)eJxI, ‘?(z,t) < ¢(t). (hypothése de domination)
15

Alors la fonction g: z +— —/I f(x,t)dt est de classe C* sur J et on a la formule de Leibniz suivante :

Va e, g’(x):ffg—i(x,t)dt.

.

Remarque 2.2 (Pratique).

m L’hypothéde de domination peut-étre remplacée par « I’hypothése de domination locale » : pour tout [a,b] c J,

< cpa,b(t).

il existe @qp: I — R* cpm et intégrable sur I vérifiant : V(x,t) € [a,b] x I, ‘?(az,t)
x

+o0
Exemple 2.2. ®m Soit a > 0. Expression simple de g: R — C, g(z) = f elet=at® qp.

On pose, pour (z,t) e Rx R, f(z,t) = eirt=at® Ta fonction f est dérivable par rapport a x et

0 .
V(m,t) eRxR, _f(x’ t) - itemt_atz_

Ox

o VreR, t+ f(x,t) est cpm et intégrables sur R car t|f(x,t)| = t? oat? t 0;
—+00
of ' of

e VieR, v+ 8—(x,t) est continue R et VxeR, t+— 8_(x’t) est cpm sur R
v z
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e V(x,t) e RxR, ’g—f(x,t)‘ = (t) avec ¢(t) = |t|e_“t2 qui est, positive, cpm et intégrable sur R.
x

+oo .
Alors g est de classe C! sur R et Yoz eR, ¢'(x) = [ it =" d¢. Or

— 00

+00 . 3 +00 . — . +00 +oo . -
[oo it elt=at® qp = / (iz - 2ait — iz) ™" dt = — ([em’atZ]_ — i [ olt=at” dt) = 2—29(37)-

2a J-oo 2a o 00

— 22
La solution de I’équation différentielle ¢'(z) = 2—xg(x) est g(z) =¢g(0)e 4 avec
a

+o00 2 1 +o00 9 2 +o00 2 T
0:[ ‘“tdt:—f ‘sd:—f ‘sd:\/:
g( ) —o0 ¢ s=y/at \/5 —00 ¢ s \/5 0 ¢ s a

T _a?
Dou VzeR, g(x)= \/ie_zla.
a

( Théoreme 2.4. caractére C*, k> 2

Soit f:J x I — K une application dérivable k fois par rapport a x. Si

oP
1. Vpe[[0,k-1],Vz e J, t— a—‘ﬁ(:c,t) est cpm et intégrables sur I,
z

k k
2. Vtel, v —> —=(z,t) est continue sur J et VzeJ, t— —=(x,t) est cpm sur I,
Oxk oxk

3. Pour tout [a,b] c J, il existe @qp : I — R* cpm et intégrable sur I vérifiant :

k
V(z,t) €[a,b] x I, ‘%(g;’t)‘ <@ap(t). (hypothése de domination locale)
5

Alors la fonction g: z +— /I f(z,t)dt est de classe C¥ sur J et on a la formule de Leibniz suivante :

Vpe[[1,k],VzeJ, ¢@(x) :fapf

I OxP

(z,t)dt |

.

{ Corollaire 2.1. caractere C*
Soit f:J x I — K une application indéfiniment dérivable par rapport a x. Si

1. Vo e J, t— f(x,t) est cpm et intégrables sur I,

. o* f : o* f
2. VkeN* Vtel, x+— W(x,t) est continue sur J et VxelJ, t— ﬂ(x,t) est cpm sur I,
77 75

3. Pour tout [a,b] c J et k e N*, il existe ¢ : [ — R* cpm et intégrable sur I vérifiant :

k
V(z,t) €[a,b] x1, ‘%(%t)‘ <@(t). (hypothése de domination locale)
x

Alors la fonction g : x —> / f(x,t)dt est de classe C* sur J et on a la formule de Leibniz suivante :
I

. (k) o*f
VkeN* Vxeld, g (m):f—(m,t)dt.
1 Oxk

.

Etude de la fonction I" d’Euler

+o00
On appelle fonction Gamma la fonction définie par I'(z) = f "Lt qe.
0

1. T est définie sur ]0,+oo|.

la fonction ¢ — t*~t et est cpm sur ]0,+oo[ et

VreR, t?t* le? ——0 et t*le? ~

qui, est intégrable si, et seulement si, x > 0.
t—+o0 t—0* tl*{l‘
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2. T est continue sur R7.
Introduisons, pour (z,t) e R* x ]0,+oo[, f(x,t) =t""te™.
e Vte]0,+00[, z+— f(x,t) est continue sur R} et Vax eR}, t+— f(x,t) est cpm sur ]0,+oo;

o soit [a,b] cR*. On a V(x,t) € [a,b] x 0, +o00[, |f(x,t)]=t"Te " = el D) =t < 5(¢)
tv et si 0<t<l1

avec @(t) = (1 ot

s qui est, positive, cpm et intégrable sur ]0, +oo].
si t>

D’apres le théoreme de continuité, la fonction I' est définie et continue sur R}.

3. I' est de classe C*™ sur R} et
+00
VzeR* VkeN*, T (z)= /0 (Int)*t* et dt.

ok f

EEE(xJ)z(hnwkﬁFle*.

La fonction f est indéfiniment dérivable par rapport a x et Vk € N¥,

o VxeR:, t— f(x,t) est cpm et intégrables sur |0, +oo|.
ak k
e VkeN* Vte]0,+oo[, z+— @(w,t) est continue sur R} et Yz e R}, t —> @(w,t) est cpm sur ]0, +oo[ ;

k
e Soit [a,b] c R* et k e N*. On a V(z,1) ¢ [a,b] x 0, +oo|, %(m)’ = lntF 71 et < o (2)
X

IntfFtte® si 0<t<1

ui est, positive, cpm et intégrable sur |0, +oo| puisque
Int/Ft*te™t s t>1 4 P P & ] [ puisq

avec @ (t) = {

1—

a
1—%< 1, t Ewk(t) WO, et tQQOk(t) mo

+00
Alors la fonction I est de classe C* sur RY et Yz e R*, VkeN* T (z)= f (Int)kt*~ et dt.
0

1 2n)!
4. Yo >0, I'(x+1) =2['(z). En particulier, VneN, I'(n+1)=n! et T’ (n + 5) = ;2:)'ﬁ
n!
Soit x > 0. Par intégration par parties,

1"( 3 +oo o —t B T —t +00 +00 o1 —t _
r+1)= . t"etdt=|-t"e o ) t* et dt = 2T (z).

En particulier, Vn e N, T'(n+1) =n! et

VneN, F(n+%)zf(n—%+1)
(-3re-
(-3 ()

_ (2n—1)(2n—3)(2n—5)...><1F(1)

2n 2
_ 2n)(2n-1)(2n-2)(2n-3)(2n-4)(2n-5) ... x 1F(1)

27(2n)(2n-2)...x2 2
@2n)! (1
B 22"71!F (5)

1 +00 ot too . ) ‘
OI"F(5)=‘/0 e—\/idt;QA e_s2dS=\/E.D’of1 Vn eN, F(n+§):;2:2!ﬁ'

S=\/z | ——
=V7/2
5. I' est strictement convexe sur R}.

+00
OnaVe>0, I'(z)= f (Int)**te™ dt >0, donc I est (strictement) convexe sur R¥.
N

positive et non
identiquement nulle
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6. Variations de I'.
La fonction I' est continue sur [1,2], dérivable sur |1,2[ et I'(1) = T'(2) = 1, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe

a€]1,2[ tel que IV(a) =0. Or I est strictement croissante, donc « est unique dans ]1,2[.

Comme la fonction IV est strictement croissante, alors !

Ve e]o,af, I'(z) <I"(a) =0 et Vae]a,+oo[, I'(x) >T'(a) = 0.

€z 0 « +00
I'(2) - 0 +
oo +00
I'(a)
1 r
7. T(z) ~ —, lim I'(z)=+00 et lim (z) = too
=0t = x>+oo T>t00
L(x+1) ) _ . .
e Pour z >0, I'(x) = ——=. Puisque I est continue sur R}, alors I'(z + 1) — I'(1) = 1 et par suite,
x o

1
T(z) ~ -.
() ~ -

e [ étant croissante sur [2,+oo[. Pour z > 2, I'(z) = (x-1)I'(z-1) > (z-1)I'(1) =z -1 donc lim I'(x) = +oo.

F(z) (@@-DI'(@z-1) (z-1) D(z—1) —> +oo.

x Z T T—>+00

e Soitz>1. On a

courbe de la fonction T

minimum de I’

1. On peut aussi dire que, puisque I est convexe et que I''(a) = 0, alors I' admet un minimum global en «.

6 /6 Binyze Mohamed


https://supsp%C3%A9.com

	Suites et séries d'intégrales
	Régularité d'une intégrales à paramètre
	Étude de la fonction  d'Euler

