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Probabilités, espaces probabilisés

Tribus, espaces probabilisables et événements

Soit 2 un ensemble quelconque et P(2) I'ensemble des parties de €.

[ Définition 1.1.
Une partie 7 de P(Q2) est appelée tribu (ou o-algébre) sur Q si :

1. QeT. 2. VAT, A% a\AeT.

Le couple (Q,'T) est appelé espace probabilisable.

.

Dans la suite, le couple (Q, 'T) désigne un espace probabilisable.

Exemple 1.1. m 7 = {@, Q} est une tribu sur €2, dite tribu grossiere.
m T =P(Q) est une tribu sur , dite tribu discréte *.

1. Ce choix est le plus usuel lorsque €2 est fini ou dénombrable.
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3. V(4,)

neN

eTN,
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neN
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1 PROBABILITES, ESPACES PROBABILISES

( Proposition 1.1.
1. 5T
2. V(4,)

L

[ Définition 1.2.

TN, N AeT.

€
neN neN

propriétés

3. VA, BeT, AUBeT, ANBeT, ANBeT.

événement

Les parties A de 2 éléments de la tribu 7 sont appelées événement de ().

.

Probabilités, espaces probabilisés
Soit (Q,T) un espace probabilisable.

[ Définition 1.3.
On appelle probabilité sur (2, 7) toute application P: 7 — [0, 1] vérifiant :
1. P(Q)=1.

probabilité, espace probabilisé

2. Pour toute suite (A”)neN d’événements deux & deux incompatibles !, la série ZIP(An) converge et

IP( U An)
neN

Le triplet (Q,’T, IP’) est appelé espace probabilisé.

= 3 B(4,).

neN

(o-additivité)

1. V(m,n) e (N )2 m#n = A, NA, =2

L

Dans la suite, le triplet (Q, T, IP’) désigne un espace probabilisé.

card(A)

Exemple 1.2. ®m Lorsque Q est fini et 7 = P(2), on définit la probabilité uniforme sur Q par P(A) = Q)
car

[ Proposition 1.2. propriétés élémentaires

1. P(2) =0. b. P(A\ B)=P(A) -P(An B).
n+1 N . q
2. V(Ag,...,Ay) € T™ deux a deux incompatibles, c. P(AUB) = P(A) +P(B) - P(An B).
P(kUOAk): Y P(A) | d. Ac B=— P(A) <P(B).
= k=0

= B0 205 E T 8. V(Ao,..., An) e T, IP’( 0 Ak) < P(AY) |

a. P(A)=1-P(A). k=0 k=0

( Théoréme 1.1. continuité monotone

1. Soit (A”)neN e TN, Si (A")neN est croissante, alors nl_l)IPoo P(A,) =P (nLEJN An). (continuité croissante)

2. Soit (An), €T Si (4n),

neN mAn

neN

est décroissante, alors

lim P(A4,) = ]P’( (continuité décroissante)
n—+oo

probabilité d’une union et d’une intersection dénombrable

IP( ) (;ﬁo Ak) !

.

( Corollaire 1.1.

e T = lim P

n—>+00

= lim P

n—+oo

Soit (An) U A, et

neN

N Ay,
neN

P(ys)

neN

(6]
k=0
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( Proposition 1.3. sous-additivité
+00
Soit (A,) i € Th. IP’( U An) <Y P(A,) | (sous-additivité)
ne neN n=0
( Théoreme 1.2. probabilité sur un univers au plus dénombrable

Soit 2 un ensembe au plus dénombrable, noté € = {wn, n € N}. Soit (pn)neny une famille de réels positifs

sommable de somme 1. Alors il existe une unique probabilité P sur (Q,P(Q)) telle que

VneN, P({w,})=pn et VA={w;, ielcN}eP(Q), P(A) =) p;|
iel

.

Exemple 1.3. m () fini : Q = {wl,...,wn}. Une probabilité sur ) est entiérement déterminée par le choix de
n

P1,...,pn € RY avec Zpl- = 1. En prenant p; = 1/n, on définit ’équiprobabilité sur [[1,n]].
i=1

Evénements négligeables, événements presque siirs

Définition 1.4. événement négligeable, événement presque sir

—

1. On dit qu'un événement A est négligeable si | P(A) =0 |.

2. On dit qu'un événement A est presque sir (p.s) ou quasi-certain si | P(A) =1

L

( Proposition 1.4. propriétés quasi-certaines
1. Soit A,B €T tel que B c A. 2. Soit (A”)neN a9,
a. A négligeable = B négligeable. a. VneN, A, négligeable — nLEJN A, négligeable.
b. B ps = A ps. b. N A, ps = VneN, 4, ps.
L neN
Probabilités conditionnelles et indépendance
Soit (Q,T, IP) un espace probabilisé.
Probabilités conditionnelles
[ Définition 2.1. probabilité conditionnelle
s P(An B
Soit B € T tel que P(B) # 0. L’application Pg définie sur 7 par [VAeT, Pp(A) dﬁfﬁ est une

probabilité sur (€2, 7") appellée la probabilité de A sachant B. On note aussi P(A | B) pour Pg(A).

L

( Théoréeme 2.1. formule des probabilités composées

n-1 n n—1
Soit Al,...,AneTtel que P(ﬂ Ak);ﬁo P(ﬂAk)ZP(Al)P(AQ|A1)P(A3|A10A2)P(An‘ N Ak) 5
k=1 k=1 k=1

.

Exemple 2.1. m Une urne contient r > 2 boules rouges et n > 2 boules noires, indiscernables au toucher. On tire
successivement quatres boules sans remise. Quelle est la probabilité que les deux premieres soient rouges et les

deux derniéres noires ?
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¢ Notons R; I’événement « la premiere boule tirée est rouge », Ry ’événement « la deuxieme boule tirée est
rouge », N3 ’événement « la troixieme boule tirée est noire » et Ny I’événement « la quatriéme boule tirée

est noire ». On cherche a calculer P(R; n Ro 1 N3N Ny).

e On a par hypotheses :

r r—1 n n-1
P(Ry) = ,P(Ro|R1))=———, P(Ns | RinRy)=—— et P(Ny | Rin Rayn Ng) = ———.
(Fa) r+n (Rz| R) r+n-1 (Ns | Ba 2) r+n—Qe (Na| Ra 2 ) r+n-3
o il s . r(r-1)n(n-1)
D’apres la formule des probabilités composées : P(Ry N Re n N3N Ny) = .
(r+n)...(r+n-3)

( Définition 2.2. systeme complet d’événements
Une famille (Ai)ie ; d’événements, ou I est un ensemble au plus dénombrable, est appelée systéme complet
d’événements si : | Q= A; avec A;n A; = @ pour tout i # j |

iel

[ Théoreme 2.2. formule des probabilités totales
Soit (Ai)id un systéme complet d’événements tel que Vi e I, P(A;) #0.|VBeT, P(B) =) P(B|A)P(4;) |

iel

[ Théoreme 2.3. formule de Bayes

P(B|A)P(A
1. Soit A,BeT tel que P(A) #0et P(B)+0.|P(A|B) = %
2. Soit (Ai)id un systéme complet d’événements tel que Vie I, P(A4;) 0.
, P(B | A;)P(4;)
Viel, VBeT tel que P(B)+0,|P(A;|B) = J I
iel

Indépendance

Définition 2.3. indépendance de deux événements

Deux événements A et B sont dits indépendants lorsque | P(An B) =P(A)P(B) |.

Exemple 2.2. m On tire successivement et sans remise deux boules dans une urne contenant 5 boules blanches et
2 boules rouges. Les événements « la premiere boule tirée est blanche » et « la seconde boule tirée est blanche »
ne sont pas indépendants.

En revanche, si I'on procéde a un tirage avec remise, ces événements deviennent indépendants.

Proposition 2.1. complémentaires de deux d’événements indépendants

Soit A, B € T. Les événements A et B sont indépendants si, et seulement si, A et B sont indépendants.

4 /19 Binyze Mohamed


https://supsp%C3%A9.com

https://supspé.com 3 VARIABLES ALEATOIRES : GENERALITES

( Définition 2.4. famille mutuellement indépendants

Soit (Az) une famille d’événements, ou I est un ensemble au plus dénombrable.

iel

1. Les événements A;, i € I sont deux d deux indépendants si| P(A; N A;) =P(A;)P(A;) pour tout i # j |

2. Les événements A;, i € I sont mutuellement indépendants® ou indépendants si

P p
VpeN*, Viy,...,ip el avec i1 <...<ip, IP’(ﬂ Aik)=HP(Aik) .
k=1 k=1

1. L’indépendance mutuelle entraine I'indépendance des événements deux a deux, et la réciproque est fausse.

L

Remarque 2.1. m Une sous-famille d’événements mutuellement indépendants est aussi mutuellement indépendants.

( Proposition 2.2. complémentaires d’événements mutuellement indépendants
Soit (Ai)ie I ou I est un ensemble au plus dénombrable, une famille d’événements mutuellement indépendants
. A; siog;=0
et (&;)ier une famille de réels telle que €; =0 ou 1. On pose A7 = { Xl - .
;g S1 &; =

Alors la famille (Afz)le 7 est constituée d’événements mutuellement indépendants.

L

Variables aléatoires : généralités
(Q, T,]P’) désigne un espace probabilisé.
Généralités

Définition 3.1. variable aléatoire réelle
On appelle variable aléatoire réelle (v.a.r.) sur (Q,’T, IP’) toute application X : @ — R vérifiant

Ve eR, X '(]-00,2])eT |

Dans la suite, toutes les variables aléatoires sont définies sur le méme espace probabilisé (Q, T, IP’).
Notations : Soit X une v.a.r. et A cR. On note (X € A) et X1A)= {w €, X(w)e A}.

En particulier, si a € R,
(Xza):{weQ, X(w):a}, (XSCL)Z{WEQ, X(w)ga} et (X>a)={weQ, X(w)>a}.
Remarque 3.1. ® Soit X une v.a.r. Pour tout intervalle I de R, (X eI)eT.

( Proposition 3.1. opérations sur les v.a.r.
1. Soit Xi,..., X, des v.ar. (n>1) et f:R" — R continue. L’application w € Q — f(X;(w),... ,Xn(w))
est une v.a.r. On la note f(Xl, e ,Xn).

2. Soit X une v.a.r. et f: R — R monotone (ou monotone par morceaux). L’application composée f o X est

une v.a.r. On la note f(X).

3. Soit (Xn) _

v.a.r.

y une suite de v.a.r. qui converge simplement vers une application X : Q) — R, alors X est une

L

n n
Exemple 3.1. ®m Soit X1,...,X,, des v.a.r. Alors ZXi7 HXi, min X; et max X; sont des v.a.r.

i-1 i=1 1<i<n 1<i<n

m Soit X une v.a.r. Alors [ X |, X2, |X]| et cos X sont des v.a.r.
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Loi d’une variable aléatoire réelle
Z(R) désigne ’ensemble de tous les intervalles de R.

Définition 3.2. loi d’une variable aléatoire réelle

Soit X une v.a.r. On appelle loi de X lapplication | Px: Z(R) — [0,1]
J — Px(J)=P(XelJ)

1 si AelJ
Exemple 3.2. m Soit A € R et X la v.a.r. constante égale & A. On a Px(J) = SoAss 17(N).
0 si A¢J
( Définition 3.3. loi d’une famille de v.a.r.

Soit Xi,...,X, des v.a.r. On appelle loi de la famille (X4,...,X,) 'application

Pox,,..x: Z(R)" — [0,1]
[1/ — Pixi.xn (H Ji) :P(.ﬂl(Xi € Ji))
=1 =1 =

.

n
Notation : On note (X1 eJi,..., X, ¢ Jn) I'événement N (X; € J;).
i=1

( Définition 3.4. loi conditionnelle de X sachant A
Soit X une v.a.r. et Ae7T tel que P(A) # 0. On appelle loi de X sachant A I'application définie par

P((X eJ)nA)
P(A)

VJeZ(R), Pa(X elJ)=

On la note (IP’A)X.

.

Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle

( Définition 3.5. fonction de répartition d’une v.a.r.

Soit X une v.a.r. sur (Q,’T, IP’). On appelle fonction de répartition de X 'application

FXI R — [0,1]
t o Fx(t)=P(X <t)

L

( Proposition 3.2. propriétés de Fx
1. Fy est croissante! sur R. 3. 1tlim Fx(t)=0.
2. Fx est continue a droite en tout point de R. 4. tl}gl)o Fx(t) =1.

1. En particulier, F'x admet en tout point une limite & droite et une limite a gauche.

L

( Proposition 3.3. fonction de répartition de X vs la loi de X

Soient X une v.a.r. sur (Q,T, ]P’) et (a,b) € R? tel que a <b.

IF’(X>a)=1—FX(a). ]P(aSXSb)ZFx(b)—tl_i)In_Fx(t).

P(X <a)= tlim_ Fx(t). Pla< X <b) = tlilgl_ Fx(t) —tlirq Fx(t).

P(X >a)=1 —tlim Fx(t). Pla<X <b) = tlirlg Fx(t) - Fx(a).

= 2
5 & o

P(a< X <b) = Fx(b) - Fx(a). P(X =a) = Fx(a) - lim Fx(2).
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Remarque 3.2. ® La fonction de répartition caractérise la loi d’une variable aléatoire réelle : la connaissance de
q

Fx permet de calculer P(X € I) pour tout intervalle I de R.

( Corollaire 3.1. continuité de Fy

Soit X une v.a.r. sur (2, 7,P) et a€R. | Fx est continue en a < P(X=a)=0]|

( Définition 3.6. fonction de répartition d’une famille de v.a.r.
Soit X1,...,X,, des v.a.r. sur (Q,’T, IP). On appelle fonction de répartition de la famille (X1,...,X},)

Iapplication !

Fixy,..x): R™ — [0,1]
(t1,-ntn) — Fxy o xo(toty) =P(X1 <ty ., X < ty)

1. La connaissance de F(x, . x,) permet de calculer P(X; € I1,..., X, € I,) pour tous intervalles I,...,I, de R.

,,,,,

Variables aléatoires réelles indépendantes

( Définition 3.7. famille de v.a.r. indépendante

Soit (Xj)jeJ une famille de v.a.r.

1. Les v.ar. Xj, j € J, sont dites deux a deux indépendantes si, pour toute famille (I pi )jE J d’intervalles de
R, les événements (X € I;), j € J, sont deux & deux indépendants.
2. Les var. Xj, j € J, sont dites indépendantes (ou mutuellement indépendantes') si, pour toute

famille (I b )j6 ; Q’intervalles de R, les événements (Xjelj), jeJ, sont mutuellement indépendants.

1. L’indépendance mutuelle entraine I'indépendance des v.a.r deux & deux. La réciproque est fausse.

L

Remarque 3.3. B Une sous-famille d’une famille de v.a.r. mutuellement indépendantes est aussi constituée de v.a.r.

mutuellement indépendantes.

( Théoréme 3.1. indépendance héritée (lemme des coalitions)
Soient k € N*, (ng,...,n;) € N¥*1 tels que 0 = ng < nqy < ... < N1 < N = n et f; : R¥ ™M1 — R
) b )

1 <4 < k une application continue. Si (Xz) est une famille de v.a.r. indépendantes alors la famille

1<i<n

(fl(X1,---,an),fQ(Xn1+1,---,Xng),---,fk(Xnk,ﬁl,---,Xnk)) est indépendante.

.

Exemple 3.3. m Soit (Xl,XQ,Xg,X4) une famille de v.a.r. indépendantes. La famille (XIQ,XQXg,cos(X4)) est

indépendante.

nVariabIes aléatoires réelles discréetes

(Q, T, IP’) désigne un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires réelles seront définies sur cet espace.

Loi d’une variable aléatoire réelle discréte

( Définition 4.1. variable aléatoire réelle discréte
Une v.a.r. X est dite de loi discréte (v.a.r.d.) s'il existe Q' € T tel que! P(2) =1 et D = X(Q') soit au

plus dénombrable.

1. Dans la plupart du temps, I’existence de I’ensemble Q' est justifié par I'univers €.

L

Remarque 4.1. ® Soit X une v.a.r.d. et I € Z(R).
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e Ona(Xel)= U (X=x),doncsiVeeD, (X=x)eT alors (Xel)eT.
zelnD

e P(Xel)=P(XelInD)= ]P’( U (X-= ac)) = Y P(X =z). On peut supprimer de D tous les éléments
zelnD zelnD
tels que P(X =x) =0, les = restants sont appelés les valeurs possibles de la v.a.r.d. X.
Proposition 4.1. loi d’une v.a.r.d.

La loi d'une v.a.r.d. X est caractérisée par la donnée de' D et de 'application x € D — P(X = ).

1. Dans la plupart du temps, l’ensemble D est X (£2).

Remarque 4.2. ® Soit X une v.a.r.d. Pour tout Ac D, P(X e A) =) P(X =xz).
xeA

( Théoreme 4.1. existence d’une suite infinie de v.a.r. indépendantes
Si L désigne une loi d’une v.a.r. discrete, il existe un espace probabilisé (Q, T, IP’) sur lequel il existe une suite

(Xn)neN de v.a.r. mutuellements indépendantes et suivant chacune la loi L.

L

( Définition 4.2. v.a.r.d. de loi usuelle
Soit X une v.a.r.d. On dit que la loi de X est discréte usuelle s’il existe un intervalle J de Z et une bijection

croissante ¢: J — D

k +— x

Exemples classiques de lois discretes usuelles
Soit X une v.a.r.d.

( Définition 4.3. loi uniforme
On dit que X suit la loi uniforme sur un ensemble fini F et, on note X ~U(FE), si :

1

X(Q)ZE et VII,'EX(Q), ]P)(X:x):Ca,T(E‘)

Situations-types :
m Si X est la valeur du lancer d’un dé équilibré, alors X ~U([[1,6]]).

m On tire « au hasard » un entier entre 1 et n. Soit X le chiffre obtenu, alors X ~U([[1,n]]).

Définition 4.4. loi de Bernoulli
On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p € [0,1] et, on note X ~ B(p), si :

X(Q)={0,1} et P(X=0)=1-p, P(X=1)=p|

Remarque 4.3. B L’événement (X = 1) est appelé « succes » et I'événement (X =0) est appelé « échec ».

m Les lois de Bernoulli servent a modéliser les épreuves & deux issues : succes ou échec.

Situations-types :
m On lance une piece et soit X égale a 1 si 'on obtient « pile » et 0 si on I'obtient « face ». Alors X ~ B(p) ou p
est la probabilité d’obtenir « pile ».

® On lance un dé équilibré, dont les 6 faces sont numérotées de 1 a 6 et soit X égale a 1 si 'on obtient un chiffre

2 1
multiple de 3 et 0 sinon. Alors X ~B(p) oup=P(X =1) = IP’({3,6}) it

Remarque 4.4. m Soit A € 7. La v.a.r.d. 14 suit la loi de Bernoulli de paramétre p = P(A).
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( Définition 4.5. loi binomiale
On dit que X suit la loi binomiale de parametres n € N* et p € ]0,1[ et, on note X ~ B(n,p), si :

X(Q) =[0,n] et VkeX(Q), P(X:k):(Z)pk(l—p)”‘k.

.

Remarque 4.5. B Les lois binomiales servent a modéliser le nombre de succes lors de la répétition d’épreuves de

Bernoulli indépendantes.

m La loi B(1,p) est simplement la loi B(p).

Situations-types :
®m On lance une piece n fois et soit X le nombre de piles obtenus, alors X ~ B(n,p) ou p est la probabilité
d’obtenir « pile ».
® Une urne contient des boules blanches et des boules rouges. On tire n boules avec remise dans cette urne

et soit X le nombre de boules blanches obtenues. Alors X ~ B(n,p) ou p est la probabilité d’obtenir une boules
blanche.

Définition 4.6. loi géométrique

On dit que X suit la loi géométrique de parametre p € ]0,1[ et, on note X ~ G(p), si :

X(Q)=N* et VkeX(Q), P(X=k)=p(1l-p)k1|

Remarque 4.6. B Une loi géométrique permet de modéliser le temps d’attente du premier succes dans la répéti-

tion d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme parameétre p.

Situations-types :

® On lance une piéce une infinité de fois et soit X le rang du premier « pile » obtenu, alors X ~ G(p) ou p est

la probabilité d’obtenir « pile ».

1
® On lance indéfiniment un dé et soit T le temps d’attendre du premier 6, alors T~ G(p) ou p = g

[ Définition 4.7. loi de Poisson
On dit que X suit la loi de Poisson de paramétre A > 0 et, on note X ~P(\), si :
)\k
X(Q)=N et YkeX(Q), P(X=k)=e? Tt

.
Remarque 4.7. B Les lois de Poisson servent a modéliser le nombre de succes lors d’une grande répétition d’épreuves

ayant une faible probabilité de réussite, on parle d ’événements rares.

Situations-types :

m Il n’y a pas de situation type ou 'on peut reconnaitre la loi de Poisson. La loi de Poisson peut étre vus comme

une « loi limite ».

Loi conjointe et lois marginales
X et Y désignent deux v.a.r.d.

( Définition 4.8. loi conjointe, loi marginale

1. Laloidelavaad. Z: Q — R? est appelée lot conjointe de X et Y.
w — (X (w),Y(w))
2. Les lois de X et Y sont appelées lois marginales de Z = (X,Y).

L
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( Proposition 4.2. la loi conjointe détermine les lois marginales
Soient D1, D9 I’ensemble des valeurs possibles respectivement de X et Y. On a :

VeeDy, P(X=xz)= ) P(X=2,Y=y) et VyeDy, P(Y=y)= > P(X=xY=y)|
yEDg Z‘EDl

.

BVariabIes aléatoires réelles a densité

(Q, T, IP’) désigne un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires réelles seront définies sur cet espace.

Loi d’une variable aléatoire réelle a densité

[ Définition 5.1. variable aléatoire réelle a densité
1. Une v.a.r. X est dite de loi @ densité (ou de loi continue) si sa fonction de répartition Fy est continue

sur R et de classe C! sur R privé d’un sous-ensemble F fini ou vide.

Fy(t) si t¢F

2. On appelle alors densité de X la fonction fx définie sur R par : | Vie R, fx(t)= { 0 R
si te

L

( Proposition 5.1. caractérisation d’une densité

La densité fx est une fonction positive, continue sur R \ F', d’intégrale convergente et valant 1 sur R.

.

Remarque 5.1. ® Si X est une v.a.r. de loi a densité, alors Va e R, P(X =a) =0.

( Proposition 5.2. fonction de répartition de X vs la loi de X

Soit X une v.a.r. de loi a densité et [ ¢ Z(R) avec a =inf I et b=sup /.

b
P(X 1) = Fx(b) - Fx(a) = [ fx(t |

T
En particulier, Vx € R, Fx(z) = / fx (t)dt.

L

Exemples classiques de lois a densité usuelles
Soit X une v.a.r. a densité.

[ Définition 5.2. loi uniforme
Soit (a,b) € R? tel que a < b. On dit que X suit la loi uniforme sur [a,b] et, on note X ~U([a,b]), si :

1

ViR, fx(t)= 1y =1 b-a
b-a 0 si t¢[a,b]

L

[ Définition 5.3. loi exponentielle

On dit que X suit la loi exponentielle de parameétre X > 0 et, on note X ~ E(N), si :

Ae™™ & >0

VteR, ) =Xe Mg () =
fx(t) =2e™ 1o 1oo[ () {0 G 1<0
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( Définition 5.4. loi Gamma
On dit que X suit la loi Gamma de parametre (o, \) avec o, A >0 et, on note X ~I'(a, A), si :

)\Oé
A ——toleM & >0
VteR, fx(t)= mt e M 1 oo (1) =4 T'(@)
@ 0 si t<0

+00
ouI'(a) = / t*tetdt.
0

( Définition 5.5. loi gaussienne

On dit que X suit la loi gaussienne (ou normale) de paramétre (u,0?) avec u € R, o > 0 et, on note
X ~ N(p,0?), si :

VieR, fx(t)=

1 (t - p)?
Umexp(— 52 )

Lorsque X ~ N (0,1), on dit X suit la loi normale centrée réduite.

.

BSomme de variables aléatoires réelles

(Q, T, P) désigne un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires réelles seront définies sur cet espace.

( Proposition 6.1. somme de v.a.r.d. indépendantes
Soient X et Y deux v.a.r.d. indépendantes dont I’ensemble des valeurs possibles est repectivement Dy et Ds.
La v.a.r. S = X +Y est discréete dont I’ensemble des valeurs possibles est D = {x +y, (z,y)eDyx DQ} de loi

est donnée par! : |VseD, P(S=s5)= > P(X=2)P(Y =s-2)= > P(Y=y)P(X=s5-y) |
xeDq yeDo

1. Cette formule est appelée la convolution discréte des lois de X et Y.

Exemple 6.1 (Stabilité de la loi de Poisson).

m Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes telles que X ~ P(A) et Y ~P(u). Alors S ~P(\+ p).
e D=S5(Q)=N. Pour neS(Q2), on a

+00 n )\k Mnfk 1 2 (n (>\+M)n
P(S=n)=YP(X=k)P(Y =n-k)= e et = Ot ( )Ak nok o o) LT
(§=n) ,;) (X =RP(Y =n-k) k;)e M -k © nv,;) g)UH e !

« Dot VneN, P(S=n)=e " M ie. S~P(A+p).
n!

( Proposition 6.2. somme d’une v.a.r.d. et d’une v.a.r. a densité indépendantes
Soient X une v.a.r.d. dont I’ensemble des valeurs possibles est D et Y une v.a.r. a densité de densité fy telles
que X et Y sont indépendantes.

La v.ar. S=X+Y est & densité de densité fg est donnée par : | VteR, fg(t)= Y P(X =z)fy(t-z) |
zeD

.

( Proposition 6.3. somme de v.a.r. a densité indépendantes
Soient X et Y deux v.a.r. & densité indépendantes de densités respectives fx et fy.

+00
La v.ar. S=X+Y est a densité de densité fg est donnée par! : | VteR, fg(t) = / fx (@) fy(t-x)dz |

1. Cette formule est appelée la convolution des densités fx et fy.
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Espérance, variance et moments

(Q, T, IP’) désigne un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires réelles seront définies sur cet espace.

Espérance

[ Définition 7.1. espérance d’une v.a.r.
1. Soit X une v.a.r. de loi discréte dont ’ensemble des valeurs possibles est D. On dit que X admet une

espérance si la famille (mIP’(X = av))mE p est sommable. Dans ce cas, on appelle espérance de X le réel

E(Xx) < %w(x =z) |

2. Soit X une v.a.r. de loi & densité de densité fx. On dit que X admet une espérance si l'application

t — tfx(t) est intégrable sur R. Dans ce cas, on appelle espérance de X le réel

E(X) < [:o tfx(t)dt |

.
Exemple 7.1 (Espérance des variables aléatoires discrétes usuelles).

m X ~B(p).OnaX(Q)-= {0, 1} est fini donc X admet une espérance et
E(X)=0P(X=0)+1P(X=1)=p.
B X ~B(n,p). On a X(Q) =[[0,n]] est fini donc X admet une espérance et
E(X) = S k()= = 3 (7)o - =
k=0 k=1

=1

® X ~G(p). On a X(Q) = N*. La série Y kP(X = k) =p > k(1 -p)*' est une série dérivée géométrique de
k>1 k>1
raison 1 —p convergente car |1 — p| < 1 donc X admet une espérance et

( ) + 00 el 1 ! 1
E(X)=p k(l—p)_=p( ) = -
kz=:1 I-z r=1-p p
[ S —
=1/p?
® X ~P(A). On a X(Q) = N. La série y kP(X =k) = e > k = e Z — est une série exponentielle

k>0 k>0 k! k:>0
convergente donc X admet une espérance et

7)\-!—00 )\k _)\+oo )\k 1
( ) Zkk' - Z (k 1);
—eA

Exemple 7.2 (Espérance des variables aléatoires a densité usuelles).

t
m X ~U([a,b]). La fonction ¢t — tfx(t) = b—l[a,b](t) est intégrable sur R donc X admet une espérance et
-a

E(X):f:ob—lab(t)dt—/ —dt—mb_

®m X ~ &(N\). La fonction t — tfx(t) = Ate ™™ 110,+00[ (1) est intégrable sur R (car t2.tfx (1) P 0) donc X
—+00
admet une espérance et
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E(xX)= [ AeMig,o(®dt= [ AeMdi = se*d
= [0,+00[ =/, = )\ 5=3

s= /\t
_F(2) 1

B X ~I(a,A). La fonction t — tfx(t) = %t“ e M 110,+00[ () est intégrable sur R (car t2.tfx(t) P 0)
—>+00

donc X admet une espérance et
too A _ too A\ _ 1 too o _ MNa+l) «
IEX:f = _greM] ootdt:/ e “dtz—f Ve Fds=—— L=
(X)= /. T'(a) el (dE= J T — A(a) Jo T YT @) A
S= N —— /
=I'(a+1)

m X ~N(p,0?). La fonction t — tfx(t) =

t t—p)?
T exp (—( 20/;) ) est intégrable sur R (car t2.tfx(t) P 0)

donc X admet une espérance et

+o00 ¢ t—1)2 1 +00 +00
E(X):[ exp(—w)dt = 7 ,uf e ds+\/§af se™ ds = L.
— i —00 —00

202 —

s=(t-p)/v/20

- =0

{ Théoréme 7.1. théoreme de transfert
Soit X une v.a.r. et g: R — R une application de sorte que Y = g(X) soit une v.a.r.

1. Supposons X est de loi discréte dont ’ensemble des | 2. Supposons X est de loi a densité de densité fx. On
valeurs possibles est D. On a équivalence entre : a équivalence entre :
(i) Y admet une espérance; (i) Y admet une espérance;
(i) (g(2)P(X = x))mD sommable. (i) t — g(t)fx(t) intégrable sur R.
+00
Dans ce cas, E(Y) = x;g(:c)P(X =x) | Dans ce cas, E(Y) _ [oo g(t) fx(B)dt |
[ Théoreme 7.2. théoréeme de transfert d’un couple de v.a.r.d.

Soient X et Y deux v.a.r.d. dont ’ensemble des valeurs possibles respectivement Dy et Ds. Soit ¢ : R? — R une

application de sorte que Z = g(X,Y") soit une v.a.r. Alors Z admet une espérance si, et seulement si, la famille

(g(a:,y)IP’(X =x,Y = y))(x )eDixDy &St sommable. Dans ce cas, E(Z) = > g(z,y)P(X =2,Y =y) |
' (z,y)eD1x Do

L

( Proposition 7.1. propriétés de I’espérance
Soient X et Y deux v.a.r.

1. Linéarité : si X et Y admettent une espérance, alors | 3. Croissance : si X et Y admettent une espérance,
pour tous A, p € R, AX + uY aussi. De plus alors | X <Y — IE(X) < E(Y) .

E(AX +pY) = AE(X) + pE(Y)

4. Inégalité triangulaire : X admet une espérance si, et

2. Supposons X admet une espérance. seulement si | X| aussi. De plus |E(X )‘ <E(1X]) |

a. Positivité : [ X >0 =— E(X) >0

5. Domination : si |X| <Y et si Y admet une espé-

b. Si X >0, alors |[E(X)=0 = X =0ps|

rance, alors X aussi.

L

Remarque 7.1. ® En particulier, si |X| est bornée, alors X admet une espérance.
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( Théoreme 7.3. espérance de variables aléatoires indépendantes

Si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes admettent une espérance, alors ' XY aussi et IE(XY) = IE(X)IE(Y) L

1. La réciproque est fausse.

.

[ e .-y . ye
Définition 7.2. v.a.r. centrée

Une v.a.r. X qui admet une espérance est dite centrée si E(X ) =0.

.

Remarque 7.2. ® Si X admet une espérance, alors X — E(X ) est centrée.

Moments et variance

[ Définition 7.3. moments d’ordre k&
Soit X une v.a.r. et k € N*. On dit que X admet un moment d’ordre k si X* admet une espérance. Dans

ce cas, E(Xk) s’appelle le moment d’ordre k de X. Ainsi :

Z a:k]P’(X =x) si X est de loi discrete dont ’ensemble des valeurs possibles est D.
zeD
E(X*) =

+00
f 5 i (£)dt si X est de loi & densité de densité fx.

L

( Proposition 7.2.
Soit X une v.a.r. admet un moment d’ordre k € N*.

1. X admet un moment d’ordre j pour tout j € [1,k]]. 2. X+« admet un moment d’ordre k pour tout « € R.

L

( Théoreme 7.4. inégalité de Cauchy-Schwartz
Soient X et Y deux v.a.r. admettent un moment d’ordre 2. Alors XY admet une espérance et

[E(xY)| < /E(X2)\/E(v2)

avec égalité si, et seulement si X =0 ou IAeR, Y =)2X pus.

L

[ Définition 7.4. variance, écart-type
Soit X une v.a.r. admet un moment d’ordre 2.

1. On appelle variance de X le réel positif V(X) ) ((X - E(X))Q) .

2. On appelle écart-type de X le réel | o(X) def V(X) )

[ Proposition 7.3. propriétés de variance

Soit X une v.a.r. admet une variance et (a,b) € R?.

1. V(X) _ E(XQ) B IE(X)2 . (Konig-Huygens) 3. aX + b admet une variance et
2. V(X) =0 < X est constante p.s. V(GX + b) = CLQV(X) et o(aX +b) =lalo(X) |
[ Définition 7.5. v.a.r. centrée réduite

Soit X une v.a.r. admet une variance.
Si V(X) =1, on dit que X est réduite. Si E(X) =0et V(X) =1, on dit que X est centrée réduite.

L
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X-E(X
est réduite et X~ =

X
————~ est centrée réduite.
a(X) a(X)

Remarque 7.3. ® Si X admet une variance > 0 alors

( Définition 7.6. covariance
Soient X et Y deux v.a.r. admettent un moment d’ordre 2. On définit la covariance du couple (X,Y") par

C(x,Y) CE[(x -E(X))(Y -E(Y))]}

L

( Proposition 7.4. propriétés de covarinace
Soient X et Y deux v.a.r. admettent un moment d’ordre 2.

1. C(X,Y) _ (C(Y,X) ot C(X,X) _ V(X) i 3. Si X et Y sont indépendantes, alors ! C(X,Y) =0.

2. [C(X,Y) =E(XY)-E(X)E(Y) | 4. ||c(x,Y)|<a(X)o(v) |

1. La réciproque est fausse.

L

( Proposition 7.5. variance de la somme

Soient X et Y deux v.a.r. admettent un moment d’ordre 2.

1. X +Y admet une variance et V(X + Y) = V(X) +V(Y) + QC(X,Y) L

2. Si X et Y sont indépendantes, alors V(X + Y) = V(X) +V(Y) .

L

( Définition 7.7. coefficient de corrélation linéaire
Soient X et Y deux v.a.r. admettent un moment d’ordre 2 telles que V(X) >0 et V(Y) > 0. On définit le

. e aw C(X,Y)
coeffcient de corrélation linéaire du couple (X,Y) par | p(X,Y) = ———— |
a(X)o(Y)

( Proposition 7.6. propriétés du coefficient de corrélation linéaire

Soient X et Y deux v.a.r. admettent un moment d’ordre 2 telles que V(X) >0 et V(Y) > 0.

1. | p(X,Y)e[-1,1] | 3. [p(X,)Y)=-1 < Ja<0,0eR, Y =aX+f ps. |

2. |p(X,Y)=1 &= 3a>0,8eR, Y =aX+Dps.| | 4. Si X et Y sont indépendantes, alors p(X,Y)=0.

1. La réciproque est fausse.

L

B Fonction génératrice d’une v.a.r. a valeurs dans N

(Q, T,IF’) désigne un espace probabilisé. Toutes les v.a.r. seront définies sur cet espace a valeurs dans N.

Définition 8.1. fonction génératrice

, +00
On appelle fonction génératrice de X la fonction | Gx (t) dﬁfIE(tX) =Y P(X =n)t"|
n=0
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( Proposition 8.1. propriétés de G x

1. Gx est au moins définie sur [-1,1] 4. Gx est continue sur [-1,1].

2. [Gx(1)=1 et VEe[-1,1], [Gx()[<1] 5. Gx est de classe C* sur ]-1,1[.

. G(n)(o) |

3. La série entiere Y P(X =n)t" CON sur [-1,1]. 6. |[VneN, P(X=n)-=

n>0

.

Remarque 8.1. m (Gx caractérise la loi de probabilité. Autrement dit, | X et Y ont méme loi <— Gx =Gy |

Exemple 8.1 (Fonction génératrice des variables aléatoires discrétes usuelles).

m X ~B(p). Ona X(Q) = {0, 1} est fini donc la série Z P(X = k)t* converge pour tout ¢ € R et
k>0

+o00
VieR, Gx(t)= Y. P(X =k)tF =P(X =0)" +P(X = 1)t' = (1 -p) +pt.
k=0

® X ~B(n,p). On a X(Q2) = [[0,n]] est fini donc la série > P(X = k)t* converge pour tout ¢ € R et
k20

VteR. GX(t):;fP(X=k)tk:i( )(tp) (1-p)"* = ((1-p) +pt)"
-0

k=0

® X ~ G(p). La séric ) P(X = E)th = — Z((l —p)t) converge si, et seulement si, [(1 - p)t| < 1 (série
k>1 D1
géométrique) et

1 1 RS ~ AR Y7 ko p  ([A-pt pt
Tp’fp[’ Gx(t)—];P(X—k)tk—l_pl;l((l ) T1-pl-(1-p)t 1-(1-p)t

Vte]

)k

B X ~P()). La série Y P(X = E)tF = e Z
k>0 k>0

est une série exponentielle convergente pour tout ¢t € R et

+00
ViR, Gx(t)= Y P(X = k)t = e Z (At) AN L A1)
k=0 k=0

Proposition 8.2. fonction génératrice de la somme

Si Xi,..., X}, sont indépendantes, alors | Gx 4. +x, = H Gx, |
i=

Remarque 8.2 (Somme de Bernoulli indépendantes).

m Soient Xi,...,X, des v.a.r. indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli de parameétre p € [0,1]. Alors

S =X1+...+ X, suit la loi binomiale de parametres n et p. En effet :

ViR, Gs(t) = []Gx, () = (G, ()" = ((1=p) +pt)".
k=1
Donc S ~ B(n, p).

( Théoreme 8.1. espérance et variance

1. X admet une espérance si, et seulement si, Gx est dérivable en 1. Dans ce cas E(X ) =G (1) |

2. X admet une variance si, et seulement si, Gx est deux fois dérivable en 1. Dans ce cas

G4 (1) =B(X2) -E(X) et V(X)=G%(1)+G5(1) - (G5 (1))
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n Inégalités, notions de convergence et théoremes limites

(Q, T, IP’) désigne un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires réelles seront définies sur cet espace.

Inégalités classiques

( Théoréme 9.1. Inégalité de Markov

E(X)

Soit X une v.a.r. positive admettant une espérance. | Va >0, P(X > «) <

.

( Théoreme 9.2. Inégalité de Bienyamé-Tchebychev
. v(X)
Soit X une v.a.r. admettant un moment d’ordre 2. | Ve > 0, IP’(|X - E(X)| > 6) S—5— |
€
{ Théoréme 9.3. Inégalité de Jensen

Soit X est une v.a.r. admettant une espérance et f: R — R convexe. Si f(X) admet une espérance, alors

7 (E(X)) <E(f(X)) |

Convergence en loi, convergence en probabilité

[ Définition 9.1. convergence en probabilité

Soient (X”)ne une suite de v.a.r. et X une v.a.r. On dit que (X")neN converge en probabilité vers X si

N

Ve >0, P(IX,-X|>e) ——0].

n—+oo

I P
On écrit alors X,, —— X.

n—»>+oo

.

1
Exemple 9.1. ® Soit (X”)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes telles que P(X,, =-1) =P(X, =1) = 3 Alors

n—»>+oo

n
Ly o

« Posons S, =~ 3 X;. On a E(S,) =0 et V(S,) = ~V(X)) = LE(X?) - LE(x,)* = L.
" j=1 n n__-. n__" n
=1 =0

1
o D’apres l'inégalité de Bienyamé-Tchebychev, Ve >0, P(|Sp2¢) < — ——0.
ne

n—+oo

N P
D’ou S,, —— 0.
n—+oo

Proposition 9.1.

Soit ( f")neN une suite de fonctions qui converge simplement vers f : R — R et X une v.a.r. de sorte que

fn(X) et f(X) reste des v.a.r. Alors | f,(X) % f(X) |
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( Définition 9.2. convergence en loi

Soient (X”)ne une suite de v.a.r. et X une v.a.r. On dit que (Xn) converge en loi vers X si 1

N neN

Vte R~ Dx, FXn(t) I Fx(t) .
n—+o0o

N . . . ;. L
ou Dy est 'ensemble des points de discontinuité de Fx . On écrit alors X,, —— X.

n—>+00

1. Les v.a.r. X, et X peuvent étre définies sur des espaces distincts, puisque seules leurs lois sont en cause.

.
( Proposition 9.2. convergence en loi pour une v.a.r. discréte

Soient X et (Xn)neN des v.a.r. a valeurs dans N. On a équivalence entre :

() X, —2 X (i) [ VEeN, P(X,=k) ——PB(X =k) |

n—+oo

L

Application 9.1 (Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson).

Soit (pn)nen une suite de réels de [0,1] telle que np,, —— A >0 et (X”)neN une suite de v.a.r. suivant toutes
n—+oo

la loi binomiale de parametre (n,py,).

La suite (Xn) converge en loi vers une v.a.r. qui suit la loi de poisson de parameétre A.

neN

Soit k € [[0,n]]. On a

k k
R AW Y e _nn=-1)...(n-k+1) , R R A D Ak
PO = k) = (| Jph(1-p)t - - =)™t Tk ()t
)\k
Or (1-p,)" *=exp((n-k)In(l-p,)) —— e Dou P(X, =k) ——P(X =k) = o e
n—+oo n—>+oo .
Proposition 9.3. la cv en probabilité implique la cv en loi
) P c L.
Soient X et (Xn) des vaar. | X, —— X = X,, —— X | (la réciproque est fausse)
neN n—+o0o n—+00
Théoremes limites
( Théoreme 9.4. loi faible des grands nombres (LFGN)
Soit (Xn)neN* une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi, admettant un moment d’ordre 2.
12 P
- Xy —— p=E(X1) |
n k:1 n—>+oo
( Théoréme 9.5. théoréme de la limite centrée
Soit (X”)neN* une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi ', admettant un moment d’ordre 2.

1 L L .
Onposeu-E(Xl),a—a(Xl). On a U—ﬁ(];le—n,u)mX ou X ~N(0,1) |

1. On n’a pas besoin de connaitre la loi des X,,.
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Lois discrétes usuelles

Variable aléatoire Loi Espérance | Variance Fonction génératrice
X(Q)={0,1}
X~B 1- VieR, Gx(t)=(1-p)+pt
(p) P(X =1)=p. P(X=0)=1-p p p(1-p) x()=(-p)+p
X ~ B(n,p) X = 1on] (1-p) VieR, Gx(t) = ((1-p)+pt)"
~Bn,p n _k np np\it-p e, Gx = —-p)t+p
POX-E) = () ) -p)
X(Q) =N~ 1 1- - 1 t
X ~G(p) () o1 - _2p Vte] ,—[,Gx(t):p—
]P)(X:k‘):p(l—p) P p 1- 1—p 1-(1-[))
X(Q)=N A1)
X ~P(N) Ak A A VteR, Gx(t) =e M~
P(X =k)=e =
L
Lois a densité usuelles
Variable aléatoire Densité Espérance | Variance Fonction de répartition
1 0 si t<a
si tefa,b] a+b b-a)? t—
Xeu(lap) | fx()={ b-a el IR TORY B )
0 si t¢[a,b] —a
1 si t>b
Ae™™ s >0 1 1 —e™ si t>0
X ~E(N) fx(t) = X 2 Fx(t) =
0 si t<0 0 si t<0
A 1A
“le si t>0 s d’ licit
X ~T(a,\) F(t) = I(a) a % pas expresb/lon.e.xp icite
A A seule la définition !
0 si t<0
1 (t—p)? pas d’expression explicite
X ~ N(p,0? t) = exp |- o2
(k.07 Ix® o2 p( 202 H seule la définition !
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