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TD N°10

Probabilités (1) (correction)

Probabilités, espaces probabilisés

Corrigé de I'exercice 1. Q€T car Q= f71() avec Q' e T".
Soit AeT. Il existe A’ € T' tel que A= f"1(A’). On a alors A= f~1(A")=f1(A)eT.

T’
Soit (Ap)ney € TV. 1l existe (A, )pey € 7' telle que A, = f75(A%). Ona U A, = U fH(AL) = f(U A)eT.Don T
neN neN neN
——
€T’

est une tribu sur .

Corrigé de I'exercice 2. 1. Q€T car Q = @ est au plus dénombrable.
Soit A € T. Il est clair que AeT.

Soit (A )neny € TN, Si pour tout n € N, A, est au plus dénombrable, alors U A, est au plus dénombrable, comme union
neN

dénombrable d’ensembles au plus dénombrables. S’il existe ng € N tel que A,,, n’est pas dénombrable alors A,,, est au plus

dénombrable. Comme U A, = N A, c An,y, done U A, est au plus dénombrable. Ainsi U A, € T. D’ou T est une tribu
neN neN neN neN
sur €.

2. P(Q) =1 car Q = & est dénombrable.
Soit (A")neN e TN deux & deux incompatibles.
e Si, pour tout n € N, A, est dénombrable, alors P(A4,,) = 0. De plus, U A, est dénombrable. Ainsi, IP’( U An) =
neN neN
Y P(A4,) =1.

neN
o S'il existe ng € N tel que A,, ne soit pas dénombrable, alors U A, n’est pas dénombrable car il contient A,,,. Ainsi,
neN
]P’( U An) -1,
neN

Or Vn # ng, A, c A,, et que A, est dénombrable, donc les ensembles A,, n # ng sont dénombrables et leurs
probabilités sont donc nulles. On en déduit
Z P(A,) =P(A,,) + Z P(A,) =P(A,,)=1.

neN neN
n#no

Ainsi IP( U An) - S P(4,) = 1.
neN

neN
Par suite, P est une probabilité sur (2, 7).

Corrigé de I'exercice 3. N = |4 {n} donc P(N) =P( ¢ {n}) = io P({n}) =1. La série ZP({n}) converge donc P({n}) —
neN neN n=0

n—o0
0.

Corrigé de I'exercice 4. Notons A,, = {n, n+1l,n+2,.. } pour tout n e N.
Analyse : Supposons Dexistence d'une telle probabilité P. On a P(N) = P(Ag) = 1 donc ag = 1. Comme A,, = {n} UAn
alors P(A,,) = P({n}) +P(A,41) donc ay, — apyr = P({n}) > 0 et la suite (a,)ney est décroissante. De plus, par continuité

décroissante, on a P(@) =P( N A,) = lim a, car A, 1 c A,. Ainsi la suite (a, )nen vérifie
neN n—+oo

ap =1, (an)ney est décroissante et a,, —— 0.  (x)
n—oo
n
Synthése : Soit (an)neny une suite réelles qui vérifie (x). Posons p, = a,, —an+1 pour tout n € N. On a Z DL = a0 —Qpyl —
k=0 n—00
ag = 1. Donc (py)nen est une famille de réels positifs sommable et de somme égale & 1 : il existe une unique probabilité P

sur (N,P(N)) telle que ]P’({n}) = p,, pour tout n € N. De plus P(4,,) = ]P’(kLﬂ {k}) = io IP’({k}) =a,.
2n k=n

Corrigé de I'exercice 5. 1. On raisonne sur ’événement contraire de A qui est ’événement « le résultat obtenu comporte N

A _
Card ( )—iN et donc P(A):I—P(A):l—i.

fois le méme numéro ». Ainsi P(A) = Card () ~
ar n n
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2. On note, pour i € [[1,3]], A; 'événement « le résultat obtenu comporte au moins une fois le numéro ¢ ». Donc B =

A1 n Asn As. On raisonne sur les événements contraires :

P(AlﬁAgﬁAg) ZP(EUEUE)
_ P(Ay) + P(A;) + P(A3) - P(A7 0 A3) - P(A; 1 Ag) - P(A;  Az) + P(A7 0 A7 n ).

Or
__ _ _ (n_l)N _ . 77 (n—2)N
P(Al) = P(Ag) = P(Ag) = T, P(Al ﬂAQ) = P(Al ﬂA3) = P(AQ ﬂAg) = N
ot p(znxgm@:(’”‘;iﬁw.

N n-1)N n-2)V n-3)N
D’OHP(B):P(AlﬁAgﬂAg,):1—3( nN) +3( nN) —( nN) .

Corrigé de I'exercice 6. 1. VpeN, N A, €7 donc A, = U N A, €7T. De méme pour A*.

n>p peNnzp

2. Soit w € A,. Il existe p € N tel que w € A, pour tout n > p. Pour tout g € N, w € A ax(p,q) donc w e U Ay, Ainsi
m2q

weNnN U A, =A".

qgeNm2q

3. Pour tout pe N, on a {IP’(A,L)7 n>p+ 1} c {]P’(An), n p} donc inf P(A,) > inf P(A,). Ainsi la suite (inf }P’(An))
n>p+1 nzp np peN
est croissante et majorée par 1, donc converge.
On pose, pour pe N, B, = N A,,. On a, pour n > p, B, c A, donc P(B,) < P(A4,) et P(B,) < inf P(4,,). Or la suite
nzp

m2p

(Bp)pen est croissante donc, par continuité monotone, P(A,) = pl—i};nooP(Bp) < pl_i)r)rnoo (}Ef)P(A"))

De méme pour la deuxiéme inégalité.

Corrigé de I'exercice 7. 1. A, =D n...nD,_; nD,. On suppose que les lancers sont indépendants donc
P(A,) =P(D;) x...xP(D,_1) x P(D,,).
1(5

1 n—1
Or P(D,,) = g pour tout n € N* donc P(A,,) = G (6) )

n n
2. A= N D, donc P(4)=P( N D,)= lim [[P(Dy)= lim (%) =0. Ainsi ’événement A est négligeable.
neN* n—>+oo bl n—+oo

neN*

3. Notons C I’événement « On obtient une infinité de ’six’ ». L’événement contraire C se traduit par « On n’obtient qu’un

nombre fini de ’six’ lors de ’expérience » donc C= U N D,.Pourtout N eN * on a
NeN* n>N

n n—N+1
P( N Dy)= lim [] P(Dy)= lim (7) _o.
n>N

n—too n—+oo \ O

Ainsi, C est réunion dénombrable d’événements négligeables donc C' est négligeable et par suite P(C) = 1.

= =1 =1 1
Corrigé de I'exercice 8. 1. Z P({n}) = Z Z (

n=1 n=1n(n+1)_n=1 ;_n-"l
sommable et de somme égale a 1 et la probabilité P en question existe.

) =1 donc (]P’({n}))neN* est une famille de réels positifs

+o00 1 1

+00
2. {n e N*, n est pair } = {Zk:, ke N*} = kgj\l* {ka} donc P({n e N*, n est pair }) = ];P({Qk}) = 1;1 m =3

Corrigé de I'exercice 9. 1. Notons, pour neN, B, = U 4,. Ona (Bn)

pzn

ey €St une suite décroissante d’événements, de sorte

que P(A*) = IP’( N Bn) = lim P(B,). Or
neN n—+oo

+o00
0<P(A%) <P(B,)< Y P(4,) ——— 0 car la série > P(A,) converge.
=n n—+o00
Dot P(A*) = 0.
N

2. Posons, pour N € N, by = H (1-ay). La suite (by)nen est décroissante et positive, elle admet donc une limite positive
n=0

N
ou nulle £. Supposons ¢ > 0, dans ce cas In(by) = > In(1 - ay,) o In(¢). Ainsi, la série Y In(1-a,) est convergente.
n=0 —teo n>0
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En particulier, In(1 - a,,) —— 0, i.e. a,, —— 0 donc -a,, ~ In(1 - a,). Par comparaison, la série Z —-a, converge, ce
n—>+o0o n—>+o0o +00 730

N
qui est absurde et par suite £=0. Dot lim [[(1-a,)=0.

—>+00 n=0

3. Puisque les événements (An) sont mutuellement indépendants alors il en est de méme de leurs complémentaires et

neN
donc
N N o N
VneN, VN eN, N »n, IE”( N Ap) “[[P@E) =[] (1-P(4,). (+)
= p=n p=n
N
D’apreés préliminaire, puisque la série Y P(A,) diverge, [] (1 -P(4,)) o 0.
n>0 p=n —teo

N __
Or la suite d’événements ( N Ap) est décroissante. Par la continuité décoissante,
= NeN

p=n
N N
p(m mA,,): lim IP’(ﬂAp).

NeNp=n N—+oo p=n

N __ _
En passant a la limite dans (), on obtient Nlim IP( N Ap) =0 pour tout n € N. Par suite ]P’( U N Ap) = 0. Ainsi
—+o00 p=n neN p>n

P(ﬂ UAp):l—]P’(U mA,,):l.

neN p>n neN p>n

Corrigé de I'exercice 10. 1. On a :

IP’(+L°J°An)= lim P(GAn)= lim (1—1@(%,47)):1— lim (%Aj)ﬂ— lim []P(AR).
n=0 n=0 k=0

N —>+oc0 n=0 N—+o0 N—+00 \n=0 n—+oo ;- °
2. (a) < (b).
+o00
Supposons ]P’( U An) =1.0na
n=0

lim []P(A4) =0
k=0

n—>+00 ;-

donc lim In (12[ ]P’(Ak)) =-o0 i.e. lim i In (P(Tk)) = o0 et la série Y In (IP(/T,,)) diverge.
k=0

n—+oo k=0 n—+oo _
(b) <= (o). -
Supposons Y P(A,) converge, donc P(4,) —= 0 et In (]P’(An)) = 1n(1 —P(An)) I (A,) donc par comparaison, la
n—+oo oo
série Y In (P(Tn)) converge.
Supposons Y In (P(fn)) converge, donc In (P(Tn)) ——0ie P(A,) ——0et P(4,) ~ In (P(Tn)) donc par compa-
n—+oo n—+oo +o00

raison, la série Y P(A,) converge.

a Probabilités conditionnelles et indépendance

L ) _ Card(A) Card ({(i,j) € [1,6]% i+j=8}) 5
Corrigé de I'exercice 11. 1. P(A) = Card () = Card ([L.6]7) = 35"

_P(AnB) 1/36 1
2. Po(4) = P(B)  1/6 6

L . _ Card(A) Card ({(4,6), 1<i<5}U{(6,5), 1<j<5}U{(6,6)}) 11
Corrigé de I'exercice 12. 1. P(A) = Card () Card ([1,6]7) = 3%

P(AnB) 2/36 2

2. Notons B I'événement « obtenir un 3 ». On cherche a calculer Pg(A). On a Pg(A) = P(B) ~ 11/36 TR

1 n-1
Corrigé de I'exercice 13. 1. P(A4,,) = 8 (%) et P(As) = 0.

2. Les événements A,, n € N* et A, forment un systéme complet d’événements. Par la formule des probabilités totales :

B(B)= 3 Pa,(B)F(A,) + Pa_(B)F(Au).

n=1
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1
Or P4, (B) = — car, si le tirage améne la boule blanche dans le n-iéme lancer du dé, 'urne contient une boule blanche et

n — 1 boules rouges. Par suite
L 1/5\"" 1%X1/5\" In6
P(B)=> —.=|= ==Y (2] = =.
®-2056) 52a6) 5

Pa,(B)P(A;) 1x1/6 5
P(B) ~ (In6)/5 6In6’

3. On cherche a calculer Pp(A;). Par la formule de Bayes, Pp(A;) =

Corrigé de I'exercice 14. Notons, pour k € [1,2n]], By 'événement « la k-iéme boule tirée est blanche ».

1. On cherche a calculer P(Byn...n By,). Par la formule des probabilités composées :

P(Bin...nB,) =P(B1)Pg,(B2)...Ppn. B, o(Bn-1)PBin. .~B,_, (Bn)-
-l (z 1)
-(i-1)
n n-1 2 1 (n)? (gn)—l
2n2n-1"mn+2n+1 (2n)! ‘"

OnaP(B)) = -, Pr,(B) = , Poinnp,, (Bi) = —— pour 2 <i < n. Par suite

P(Bin...nB,) =

2. On cherche & calculer P(B; n Bon...n B,). Par la formule des probabilités composées :

P(Bl ﬁEﬂ ﬂB ) P(Bl)]PBl(BQ) BlﬁBzﬁ nBna (Bn 1)]P>BlﬁBizﬁ.‘.ﬁBn71(B7”)'

n-1 —
Ona]P)(Bl)—i PBI( 2)—71, PBlﬁBQ( 5) m, PB1ﬂEﬂBg(B4):

-1
3 etc. Par suite

P(B;nByn...nB,)=— .
(Bin B B) Mm2n-12n-22n-3""" n+2 n+l

n n-1mn-1 n/2+1n/2+1_( n! )2 n!
\(n/2)!) (@2n)

3. Notons A I'événement « le tirage ne donne qu’une boule blanche ». On cherche & calculer P(A4). On a

A=W (BinBsn...nBy-1nBnBrin...nBy,).

TC:

1

Par la formule des probabilités composées,

N — —— —— — n n-1 n-(k-2) n n-(k-1) 2 n(n!)?
P(BinBon...nBr1nBinBein...nB,) = — = .
(BinByn...0 By n BN Braa ... By) moan-1""2mn-(k-2)2n-(k-1) 2n-k n+l  (2n)!

mon(nl)? n2(n))? o (2n\ 7t
Donc P(A) = ];1 o)l (2n)! _n(n)

Corrigé de I'exercice 15. Le graphe suivant rend compte de I’énoncé :

1/3

2/3 9.@ 2/3

1/3

1. Soit n € N. Les événements A,,, B, forment un systéme complet d’événements. Par la formule des probabilités totales :

IP)(An+1) = IE‘DA” (An+1)P(An) + IP)B,,L (An+1)P(Bn) et P(Bn-f-l) = ]P)An (Bn+1)P(An) + IP)B,,L (Bn+1)P(Bn)
2

. 1
Ainsi An+1 = gan + gbn et bpy1 = gan + gbn

1 1
2. Les événements A,, B,, forment un systéme complet d’événements, donc a, +b, =1 et a,,1 = gan + 3 La suite (an)nen

1 1
est arithmético-géométrique, de raison 3 et de point fixe 3 donc YneN, a, - ( ) ( 7) Or ap =P(4p) =1 d’ou
1 1/1\" 1 1/1\"
VneN,an:erf(f) et by, = —7(7).
2 2\3 2 3

3. L’état du systéme au temps n + 1 ne dépend que de ’état au temps n et d’une expérience aléatoire (le tirage du dé) qui
ne dépend pas de n, donc les probabilités P4, (A;) et Pa, , (A;_1) sont égales. Ainsi

Pa;(Aj) =Pa, (A1) = ... =Pa,(A;-) =P(4;- l)_% %(l)ﬁ'
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4. Puisque Py4,(A4;) # P(A,), les événements A; et A; pour i < j ne sont pas indépendantes .

b
Corrigé de I'exercice 16. 1. P(A;) = - et par la formule des probabilités totales
r

b+e b N b ro b
b+r+cb+r b+r+cb+r b+r

P(Az) = P4, (A2)P(A1) + P4(A2)P(4)) =

b
2. Récurrence sur N*. Notons H,, la propriété P(A,,) = b
r

Initialisation : Pour n =1 et n =2, H, est vraie.

Hérédité : Soit n € N*. Supposons H,, et montrons H,.1. On a IP’Al(AnH) bre t ]P’A—I(Aml)b . Par la formule
r
des probabilités totales,
— b+c b b r b
P(A,:1) =Py, (A1) P(A P—(A,:1)P(Ay) = = .
(Ani1) = Poay (Ane JP(AL) + P (Anea JP(A) bictrber brctrber ber
b
Conclusion : Par le principe de récurrence, P(A4,,) = by pour tout n € N*.
T

Corrigé de I'exercice 17. 1. On pose Q= [[1,n]], T = P(2) et P la probabilité uniforme sur (€, P(€2)).
Card (A)  o(n)

2. Comme P est uniforme, P(A) = Card (@)~ n

3. Vie[[l,r]], A;= {qp“ 1<q<171} donc Caurd(A)—EZ Par suite, P(A4;) = Cczr:(li((?;)):;.

4, Soit pef[l,r]]et 1<i;<...<ip<r.Ona

keAjn...nA;, <= Vje[l,p]], p; divise k
P
.. car les p;. sont distincts
— 1_[1pij divise et premJiers entre eux
j=
P
— kedyoup=][]p;-
j=1
1 P
Par suite, ]P’(Ai1 n...n Aip) =P(4,) = — = —— =[] P(A;,). Dot les les événements Ay, ..., A, sont mutuellement
P Di.--Di j=1
indépendants.
5. Soit k€ [[1,n]]. On a
keA <— knan=1
<~ Vie[[l,r]], kap;=1
< Vie[[1,r]], p; ne divise pas k
— [[ 7“]] kedp,

Par suite, A = 6 Ap,. Or

)= 28 =p () ITe () = [T -2 = 111 )

i=1 =1 i

D’ou ¢(n) = nllj (1 - pi)

(2

Corrigé de I'exercice 18. 1. la famille (An™*),«n+ définie une loi de probabilité sur N* si elle est sommable et de somme égale

+oo )\ 1
a1l Or Z — =1 si, et seulement si, A = 1/{(s). Ainsi IP’({k:}) = o)k pour tout k € N*,
n=1M 5)K*
2. Soit r € N* et p; <...<p, des nombres premiers. Ona A, n...NnA, =4, . et
At 1
IP(A):IP’( k;p) AL
P { } Z kp)s ps P ks ps

1

Ainsi P(A,, n...nA, ) =P(A,, ,.) = G

=P(Ap,)...P(4,,). Donc les événements (A, )r>1 sont mutuellement

indépendants.
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3. Seul le nombre 1 qui n’est divisible par aucun nombre premier, donc {1} = Am- Par continuité monotone et indé-
keN*

pendance

_ N ) N 1
=20, 3] e 2 (A ) - TG - e 1 ()
N1
Or ]P’({l}) A et par passage & l'inverse, on obtient la relation ((s) = hrn I1 I
Notveop 5 1 =py

P

1
4. Supposons la famille (py)r>1 sommable, donc la série Z — converge. On a

k>1 Pk
N N
1 1
In (1 - —)
(ﬂ 1-pi! ) Z P
1 1 1 N
Or -In{1-— ~ — donc par comparaison, la série Z In{1- — ) converge. Posons M = lim . De plus,
Pk /] k—+oo Di ka1 Pk N—>+oo _ 1 —pk
1
pour tout s > 1, H — < H 7 et donc, lorsque NV tend vers I'infini, ((s) < M et ceci est absurde car ((s) 7t
L=pp> kil -1
Corrigé de I'exercice 19. 1. Q= F" T =P(Q) et P la probabilité uniforme sur (Q,T).
2. Pour construire un w = (wy, ...,wy) € Ak, nous commengons par choisir les places des éléments de F : k places parmi n,

donc ( ) choix possibles. Ensuite, nous remplissons ces places avec des éléments de Fy : il y a NF facons de le faire. Enfin,

nous remplissons les n — k places restantes avec des éléments de F : il y a N2~ facons de le faire. Finalement,
k nyn—k
Card Ay, = (})NF N3k
3. Ona:

Card A, ()NENZ*
T L N = (Wt -p

ou l'on a posé p = N1/N (p est la probabilité de choisir un élément de Fy).

P(A) =

Corrigé de I'exercice 20. 1. Q= F", T =P () et P la probabilité uniforme sur (2, 7).

2. Pour construire un w = (w1, ...,wy) € Ak, ..k, , DOus commencons par choisir les places des éléments de Fi,..., F,, de

sorte que ki +...+k,, =

e Pour F : k1 places parmi n, donc ( ks ) choix possibles. Ensuite, nous remplissons ces places avec des éléments de F :
ilya N1 ! facons de le faire.

e Pour F : kg places parmi n — ki restantes, donc (";fl) choix possibles. Ensuite, nous remplissons ces places avec des

éléments de Fy :ily a Nka facons de le faire.

(mh )

e Pour F,, : k,, places parmi n—k; —...-k,,_1 restantes, donc choix possibles. Ensuite, nous remplissons

ces places avec des éléments de F), : il y a N¥m facons de le faire.

Finalement,

Card Akl,...,km = (l;nl) X (’ﬂ;;ﬂ) X ... X (n k1—km—k:m 1)Nk1 % Nkz X er;iim

et par suite

Card Ay, . j, = ﬁml x NE2 x . x Nkm.
3. Ona
P(Ap 5 ) = Card Ay, .. k.. _ n! N x NF2 x ... x NEm ) n! NI x N§2 x .. x Nkm .
T Card Q2 kil x .o ox k! N7 kil x ... x k! NE1+- Ak,
D’ou,
P(Agy,... k) = #.!Xk,pkl X . ..x i

ot l'on a posé p; = N;/N (p; est la probabilité de choisir un élément de Fj).
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Corrigé de I'exercice 21. 1. L’expérience aléatoire considérée a pour résultat un élément quelconque de P, (F') ou P, (F') est
I'ensemble des parties de F' de cardinal n. Donc Q = P, (F), T = P(2) et P la probabilité uniforme sur (€, 7).

2. On écrit

Ak = Bk an—k avec Bk € Pk(Fl) et Bn—k € Pnfk;(FQ)

Pour Bg, il y a ( ) facons de le faire et pour B, g, il y a (r ) fagons de le faire. Ainsi Card Ay, = ( X )(ﬁ"}c)

3.0na:

Ny N2 Ny Ny
P(Ay) = Cca;iék = ( k()l(v’;‘k) = ((’jv?&(,;;) avec 0<k<Nyet0<n—Fk<Ns.

n

Corrigé de I'exercice 22. 1. L’expérience aléatoire considérée a pour résultat un élément quelconque de P, (F') ou P, (F') est
I'ensemble des parties de F de cardinal n. Donc Q = P, (F), T = P(2) et P la probabilité uniforme sur (€, 7).

2. On écrit

Akh" kK

ko =B, W.. @By, avec By, € Py, (F}).

Pour By,, il y a ( ) facons de le faire pour tout 1 < ¢ <m. Ainsi Card Ag, .k, = (1:11) X ...X% (]Ij:)

3. Ona:

Card Ay, ... ko _ (]Zf) XX (ZZT)
Card Q) (N)

n

P(Ag, ... k) = avec ki+...+ky =n.

Corrigé de I'exercice 23. 1. Q = {0, 1}n7 T =P(Q) et P la probabilité uniforme sur (Q, P(R2)).
2. Soit ke [[1,n]] et 1<i;<...<ix<n.Ona

A, = {w: (wWiy.e ey Wiy v wp) € {O,l}n, Wi, = 1}

Ai1 ﬁ...ﬁAik :{w:(wl,...,wil,...,wik,...,wn)e{O,l}n, Wiy = ... = Wy, :1}

On constate alors que Card (4;,) =...=Card (A4;, ) =2"! et Card(4;, n...nA4;)=2"" et donc
_ Card (4;;) 2! 1
v] € [[lvk]]a P(A”) = = ==

Card () 22

P(A;, n...nA; )_Cal“d(Ailﬁ...mAZ.k)_2n—k_i
BT T (@) T F

D’ou, les événements A;, 1< <n, sont mutuellement indépendants.

Corrigé de I'exercice 24. 1. Q) = {O, 1}n, T =P(Q).
2. Posons, pour 0 <k <n, Q = {w =(wi,...,wp) € {O,l}n, Wi+ ... +wy = k‘} On a

ST = S 1/

weN i=1 we{0,1}m i=1
Z H fwi)
..... Wy, )€Qy, 1=1

M: I M:
E

> pra-pnt

k=0 (w1,.. »UJrL)EQk

z() = (s (1-p)" -

car parmi les w;, k valent 1 donc k des f(w;) valent p, n —k valent 0 donc les n -k autres f(w;) valent 1-p. D’olt (pw)wEQ

est une famille de réels positifs sommable et de somme 1.

3. Soit j € [[1,n]]. Comme A; = {w €Q, wj= 1}, alors

P(4)= ¥ po= T [Tf@)= S fen]lf@)=p S [1fw)=p

weA; weAj i=1 weAj; ——i=1 weA; z¢1
=p J*J i#]

=1
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Maintenant soit k € [[1,n]] et 1<j1<...<jr<n. Ona

> ﬁf(wi)

weAj N...nAj, i=1

P(Ajl ﬁ...ﬁAjk)

n

>, fwi) oo flwi)  TT flen)

weAj N...NAj, e it ’%=1’#]k
k - k
=p D [ flw)=p"
weAj N...NAj, i=1

et par suite, P(4;, n...nA4;, ) =P(A4,,)...P(4;,). Do, les événements A;, 1 <17 <n, sont mutuellement indépendants.

Variables aléatoires réelles : généralités

+o00o + 00 1 1
Corrigé de I'exercice 25. 1 = Z 4. a Z (f - ) =a donc a = 1.
Sann+l) Z\n n+l

Corrigé de I'exercice 26. 1. we A +— X, (w) —— X(w) <= Ve>0, INeN,Vn> N, |X,(w)-X(w)|<e donc
n—+oo
A= N U N A{IX.-X|<e}.
eeR} NeNnx>N

Il est clair que

Ac n U N {Ix,-X|<e}
Qi NeNn>N
Réciproquement Soit € > 0, par densité de Q dans R, il existe r € Q} tel que 0 < r < e. Ainsi il existe IV € N tel que pour
tout n>N, |X,-X|<r<edonc N U N {|Xn—X|£e}CA et parsuite A= N U N {|Xn—X|§£}.
Qi NeNn>N €eQ; NeNn>N
2. Q} est dénombrable et T est stable par réunion et intersection dénombrables donc A € 7 puisque {|Xn -X| < 5} eT

donc A est un événement.

Corrigé de I'exercice 27. 1. Soit m' <m et we BjmnBjn,. Ona:
| X (w) = Xa5 (w)] > % et Vne[[29,m-1]], | X, - Xoi| < %

En particulier, pour n = m’, on a | X,,s (w)—Xy; (w)| < % et | X (w)—Xos (w)| > % ce qui est absurde. Par suite, B; ,,yNBj ,,, =
pour tout m’ £ m.

2. Soit m e [[29 +1,27*1]]. On a

max | X, — Xoi| > | Xon — Xos]

27 +1<n<2+1

donc U Bj.m c© A;. Réciproquement, soit w € Aj, il existe n € [27 + 1,2771]] tel que | X, (w) — Xos (w)] > % On pose

27 +1<m<2i+1
m= min{k €[[27 + 1,271, | Xn(w) — Xos (w)] > ;}

de sorte que | X, (w) - X (w)| > % et Vne[[27,m-1]], | Xn(w) - Xoi (w)] < %

Alors on a w € U Bj, dou Aj = U Bjm
27 +1<m<25+1 27 +1<m<29+1
. 1 si A<t
Corrigé de I'exercice 28. Soit t e R. Fx(t) =P(X <t) = ) = 15 400 (1)-
0 si A>t ’
@ si <0
Corrigé de I'exercice 29. 1. Soit z € R. X !(J-00,2])=(la<z)={ A si 0<a<1 donc X *(]-co,z])eT.
Q st x21
0 si t<0
2. Soit teR. Fx(t)=P(X <t)=P(1a<t)=4 1-P(A) si 0<t<l =1p e[(t)+(1-P(A))Lp1(2).
1 si t>1
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Fx(t)

1-P(A) &—o

Corrigé de I'exercice 30. Soit t € R. On a :

Fy(t) =P(Y <t)

=P(min(Xq,..

=1-P(min(Xy,..
=1-P(X;>¢t,..., X, >1)
n

- 1-T]P(X;

i=1

> t)

S Xn) <)
LX) >t)

=1-(P(X:1>t)" =1~ (1-Fx,(1)".

Soit t € R. On a

Fz(t) =P(Z<t)
=P(max(Xy,...,X,) <t)
=P(X;<t,..., X, <t)

-TIP(xi <)

i=1

= (P(X1<t)" = (Fx,(1)".

Corrigé de I’exercice 31.

P(X=k) =P((X>k)n(X<k))

=P((X2k)n (X >k))

“P((X 2 k)~ (X > k)

SP(X 2 k) -P((X 2k)n (X >k))

SP(X>k)-P(X >k)=P(X >k)-P(X >k +1).
P(X =k) =P((X<k)n(X=>k)

:]P’((Xsk;)n(X<k;))

“P((X <k)~ (X <))

=P(X <k)-P((X <k)n (X <k))

SP(X <k)-P(X <k)=P(X <k)-P(X <k-1).

Corrigé de I'exercice 32. Q2 =[[1,6]]%, P(Q) et P la probabilité uniforme sur (2, P(2)).

k-1 si 2<k<7
Soit k€ [[2,12]]. O X=k)=4(i,7)eQ, i+j=k; et Card(X =k) = T
oit k €[2,12]]. On a ( ) {(Z’j)e » 877 }e ar( ) {12—k+1 si 8<k<12
k-1 si 2<k<T
done Vk e [[2,12]], P(X = k) Card (X = ) %
€ = =% =
. S Card () 12-k+1
—— si 8<k<12
36
k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
pe=P(X=k) | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
12
somme des pg Zpkzl
k=2
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Corrigé de I'exercice 33. Soit ke [[1,2n-1]]. OnaP(Y =k) =P(2n- X =k) =P(X =2n - k).
e Sike[[l,n-1] alors 2n—ke[[n+1,2n—1]], donc P(Y = k) = W = %
o Sike[[n+1,2n—-1]] alors 2n -k e [[1,n—-1]], donc P(Y = k) =2n - k.

1

;.

o Sik=nalors P(Y =k)=P(X =n) =

D’ou X et Y ont la méme loi.

Corrigé de I'exercice 34. 1. Pour tout k € [[1,n]], On a

(Xk = ]-) = {(w17"'7wk)717 j-_/ ,Wk;+]7...7wn), (wlu'"7wk717wk+17"'7wn) € {071}n_1}

b ieme
n-1
(Xk;:O):{((Ul,---,Wk_l, B_/ awk+17"'7wn)a (wla'-'7wk—l)wk+1a"'7wn)6{071} }
k—iéme
place
donc Card (Xk = 1) = Card (X;~C = O) =on 1
271—1 1 k-1
2. (T=1)=(X1=1),donc P(T'=1) = o :Q.SiQSkSn,ona:(T:kj):(ﬂ(Xi:O))m(Xk:I).Orlein, 1<i<n,
i=1
sont indépendantes. Il s’ensuit que
k-1 2n—1 k-1 2n—1 1 1 1
P(T=k)=P(X, =1 P(X;=0)= =— =—.
( ) ( k )E ( ) on H on 2 9k-1 2k
1
(T:n+1):{(0,...,0)},doncP(T:TH—l):%.
k 1 2 i n n+1
pr=P(X=Fk) | 1/2 | 1/22 | ... | ... | 1/20 | ... | ... | 1/2" | 1/2"
n+1
somme des py Zpkzl
k=1

Corrigé de I'exercice 35. 1. 0, est une probabilité donc 6,, € [0,1]. Si 6, =1 alors P(T'=n) =P(T >n) et donc P(T >n) =0
ce qui contredit les hypotheses. Par suite Vn e N, 6, € [0, 1].

2.0naP(T=n)=0,P(T2n)et P(T'2n)=P(T =n)+P(T>n) donc

P(T >n+1) = (1-60,)P(T >n).

n-1
Or P(T>0)=1donc P(T'>n)=[](1-6x). (*)
k=0
La suite ((T > n))nEN est décroissante, par continuité monotone,

B(T'2n) —— P(nDN(T > n)) _P(@) -0

n—1 n—1
donc ) In(1-6;)=1In ( >(a- Gk)) —— In(0) = —oo. Ainsi la série Y In(1-6,) diverge.
k=0 k=0 nokee
e Si la suite (6, )neny ne tend pas vers 0, la série Zﬁn diverge (grossiérement).
e Sila suite (0, )neny tend pas vers 0 alors In(1-6,) ~ -0, et, par comparaison des séries & termes positifs, la série
+o00
Z 0, diverge.
3. Analyse : Supposons qu'il existe une v.a.r T telle que YneN, 6, =P(T =n|T >n). D’aprés () :
n-1 n n-1
P(T=n)=P(T2n)-P(T>2n+1)=[](1-6k)-[](1-6k) =0, [](1-6k).
k=0 k=0 k=0
ce qui détermine entierement la loi de 7T'.
n—1

Synthése : Posons, ag =1 et Vn e N*, a,, = H(l —0) et p, =00, Soit NeN, on a
k=0

N N n-1 N
D ((1 (-0 ]2~ Hk)) = > (an = Qns1) =1 - ani o 1.
n=0 n=0 k=0 n=0
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La famille (pp,)nen est une famille de réels positifs sommable et de somme égale & 1 donc il existe une v.a.r T telle que

n—1
pn=P(T =n)=0, [[(1-6k). On a alors
k=0

P(Tzn)=IP’(LtJ (T:k>): SB(T=k)= Y pi=pa >0
kzn k=n k=n

et P(T=n|T 2n)=0,.
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