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TD N°10
Probabilités (I1) (correction)

Variables aléatoires réelles discretes

Corrigé de I'exercice 1. Les X,,(2) sont au plus dénombrables et Y (Q2) c U X, (Q2) donc Y(Q) est au plus dénombrable

(réunion dénombrable d’ensembles au plus dénombrables). De plus, pour tout yeY ()

(V=p)=(Xn=9)= U (N=n, Xp=y)= U ({N=n}n{Xy=y})eT

eT

D’ou Y est une v.a.r.d.

Corrigé de I'exercice 2. 1. T est le temps d’attente du premier ’six’ :
T: Q@ — Nu{+oo}
min {n eN* X, (w)= 6} si {n eN*) X, (w)= 6} *Q
w >
+00 si {neN*, Xn(w):G}ZQ
T est une v.a.r.d car
o T(92) =N*U{+oco} qui est infini dénombrable.
k-1
e (T'=1)=(X1=6)¢eT et, pour k > 2, (T:k):(ﬂ (Xi:6))n(Xk:6)eT.
i=1

. (T:+OO): ﬂ (XnZG)ET

neN*

2. }P’(Tzl):]P’(X1:6):éet pour k> 2,
p(r -0 -2 ([0 060 0 (6 -0)) - P -0 TR =00 - 5 (3)

Enfin, P(T = +00) = P (m (X, —6)): im (m (X, _6)):Ngr?ooﬁp(m:ﬁ)):]v@m(z)N:o.

neN*

Corrigé de I'exercice 3. X (2) =Y () =N* donc Z(Q2) =N~ {O, 1} et, pour k € Z(Q),

IF’(Z:k):IP’(X+Y:k):iP(X:j,Y:k—j):kz_:i]P(X:j,Y:k—j):]illP(X:j)IP’(Y:k—j)

done P(Z =k) = le(l —p)Y T p(L-p) I = (k- 1)p*(1-p)*

Corrigé de I'exercice 4. X(£2) =N et

+00 ~ )\2k ~ 1+e—2>\
P(X € 2N) :]P’(kL:JN(X: 2k)) ZIP’(X 2k) = kZO A @i~ ° *cosh(\) = 5

X(w) 1 B
0 Y(w))' On a Sp (A(w)) = {X(w),Y (w)}.

e Si X(w)=Y(w) alors A(w) est diagonalisable si, et seulement si, A(w) =Is. Mais A(w) # Ia.

Corrigé de I'exercice 5. Soit w e Q et A(w) = (

o Si X(w)#Y(w) alors A(w) admet deux valeurs propres distinctes donc diagonalisable.

Ainsi A est diagonalisable si, et seulement si, (X #Y). Or (X =Y)= ¥ (X =n,Y =n) et par indépendance
neN*

T NN - N = S -
Ipv(x_y)_n;P(X_ YP(Y =n) n;pq((l p)(1-4q)) pra-pq
p+q-2pq

AinsiP(X#Y)=1-P(X=Y) =
p+q—-pq
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Corrigé de I'exercice 6. 1. € =[[1,6]]> muni de la loi uniforme. On sait que X ~ B(2,1/2) et Y ~ B(2,1/2) donc X (Q)xY (Q) =

[[0, 2]
Posons p; ; = P(X =4,Y = j) pour tout (4,;) € [0,2]]*.

e (X=0,Y=0)={(1,3),(3,1),(1,1),(3,3)}, donc poo = 1/9. v

e (X=0,Y=1)={(1,5),(3,5),(5,1),(5,3)}, donc po1 = 1/9. X 0 ! 2

. (X:O,Y:Z) ={(5,5)}, donc po :1/36. 0 1/9 | 1/9 | 1/36
1/9 | 5/18 | 1/9

. ()<<.1 Y =0) ={(1,2),(2,1),(1,3), (3, 1)} donc p1 o = 1/9. 2 1/36 | 1/9 | 1/9

o Jofrl2f [ w Jof1]2]
(P(X=a) 1412 1a] [POv=y) [ 1a]1/2]1/4]
On retrouve que X ~ B(2,1/2) et Y ~ B(2,1/2).
3. P(X=0,Y=0)=1/9+#1/16 =P(X =0)P(Y =0) donc X et Y ne sont pas indépendantes.

Corrigé de I'exercice 7. X(2) =N donc Y (Q2) = { -1, 1}. On a

(Y=1) < (cos(rX)=1) < (71X €27N) < (X €2N).

car X>0
400 )\+oo )\21@ N
e P(Y=1)=P|l W (X =2k)]|= P(X =2k)=¢e" =e h(\).
(v =1) (kLEJN( )) T B(X=28) =7 3 = e osh(3)

e P(Y=-1)=1-P(Y =1) =1-e*cosh()).

Corrigé de I'exercice 8. 1. Soit (n,k) € N2, Si 0 < k < n, alors
A" e
P(X =n,Y =k) =P(X =n)P(xopn)(Y = k) = F(k)pk(l —p)" k.
Si k>n,alors P(X =n,Y =k) =0.

k
2. Soit ke N. P(Y = k) = ZIP(X n,Y = lc)_Ze‘A .(k)p (1-p)~*= (Ap) —Azfu )"AT”:e_AP%.AinSi

la variable Y suit une loi de Poisson de parametre AD.

+00 400 +o0o +o0o +00 1 + 00 1
Corrigé de I'exercice 9. 1. P(X =n,Y =m) = a( ) ( ) =ae® donc a=e2.
nZ%) mz:O n=0m=0 n|m| Z: n! mZ::O m!
+00 +oo =2 el e !
2. SoitneN.P(X=n)= > P(X=nY=m)=) —— =— et de méme P(Y =m) = —.
o Zonim!  n! m!
-2 -1 -1

S P(X =n)P(Y =m) donc X et Y sont indépendantes.
n!m!  n! m!

3. Soit (m,n) eN2. P(X =n,Y =m) =

Corrigé de I'exercice 10. 1. Considérons la partition (I )rey de N? définie par I, = {(m,n) eN2 m+n-= k} pour tout k € N.

Par sommation par paquets, on a

o0 k(k +1)

]P’(X:n,Y:m):f( > aZ;:z):af:k( )y 1):ak§) 2k

(m,n)eN2 k=0 \ (m,n)el} k=0 (m,n)ely,

;Zoj;k(];”) iok(k 1) ( ) +22k( )
S

k=1
1 1 \® 1Y
S
411 1-=z 2=1/2 -2
=-x16+4=8
4

r=1/2

et par suite > P(X =n,Y =m)=8a donc a=1/8.
(m,n)eN?
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2. Soit neN. On a:
Y P(X =nY =m)

+
m=0
T

P(X =n)

_n 1 1y
" on+2 + on+d \ 1 _ o

~n+l
_2n+2'

m+1
On trouve de méme P(Y =m) = pour tout m € N.

9Qm+2
3. P(X =n,Y =m) +#P(X =n)P(Y =m) donc X et Y ne sont pas indépendantes.

+00 +o0 +oo m 1 too 1 m-1 1 1 / 1
4. P(X=Y)= S P(X=Y.Y=m)= S P(X=mY=m)=3 —1_ -~ Sl R -z
( ) ’mZ:O ( ) m) mZ:O ( m, m) mZ::Oszw 16”;1771(4) 16 (1—x) e=1/4
Corrigé de I'exercice 11. 1. Soit (x1,...,2,) € {O, 1}”. Onaxy+...+x, =k si, et seulement si, k des x; valent 1 et les (n—k)

autres valent 0. Par suite card () = (Z)

2. Pour tout i € [1,n]], X;(22)={0,1} et S(Q2) = [0,n]]. Soit k € [0,n]. On a

P(S:k):P( U ((Xlle)m...m(Xn:xn)))

(T1,000s0 ) €Q

= Z ]P((X1={,C1)ﬂ...ﬁ(Xn:xn))

(1,20 ) e

= Z P(X1=£E1)P(Xn:f£n)

(z1,...,20 )

- Adaprt=(Dpraspr

(z1,-20)€Q

car parmi les x;, k valent 1 donc k des P(X; = x;) valent p, n — k valent 0 donc les n — k autres P(X; = x;) valent 1 - p.

3. La v.a.r S suit une loi binomiale de parametres n et p.

Corrigé de I'exercice 12. 1. La v.a.r S,, représente le nombre de piles que 'on obtient au cours des n premiers lancers. De

plus S, suit une loi binomiale de parametres n et p.

2. L’expérience aléatoire nécessite au moins r lancers donc T, est a valeurs dans {r +k, ke N}. De plus, pour n > r,
(Tr=n)=(Sp-1=r-1, X, =1)=(Sp1=r-)n(X,=1)eT

donc T; est une v.a.r.d.
3. Soit n >r. Les v.a.r. S,_1 et X,, sont indépendantes, donc
n-1
P(T, =) =P ((Spot =7 = 1)1 (X = 1) =B(S == DPX, = 1) = ("7 Jor (=)™,
r+k-1
o )p’”(l -p)".

4. T, —r représente le nombres de faces que 1’on obtient avant ’apparition du r-ieme pile. Ainsi 77 — 1 représente le nombre

Le changement d’indice n =7+ k donne Vk e N, P(T,. =r+k) = (

de faces que I'on obtient avant 'apparition du premier pile : elle suit la loi géométrique de parametre p.

Corrigé de I'exercice 13. Soit k€ [[1,N]. OnaP(U=k)=P({U 2k)-P(U 2k +1). Or

N N _ 2
]P’(Uzk):IP’(sz)IP’(sz):ZP(X:i)ZP(Y:j):%
i=k j=k
(N-k+1)2 (N-k)? 2N-2k+1
donc P(U = k) = e — T e .
De méme P(V =k)=P(V<k)-P(V<k-1). Or
k k Lk k k,2
P(V<k)=P(X<k)P(Y <k)=YP(X=4)) P(Y=j)=——=—
; o] NN N?
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K2 (k-1)2 2k-1
doncIP’(Vzk)zﬁ— Nz - NT

Corrigé de I'exercice 14. X () = {0, 1} donc X suit une loi de Bernoulli. On a (X =1) = W (Y =2k +1) donc
keN

+00 +o00 N A2k+1 N 1- 672)\
P(X=1)=) P(Y=2k+1)= =€ h\=
( ) kzzo ( +1) lg)e 2k +1)! e ~cos 2
-2A

Et donc X suit la loi de Bernoulli de parameétre

Corrigé de I'exercice 15. Notons A ’événement {w e, M(w) inversible} et on cherche & calculer P(A4). On a
A={weQ, det M(w) #0} ={weQ, X3(Q)-Y?(w)#0}={weQ, X*(Q)+Y*(w)}.

Donc A = {w e, X2(Q) = YQ(w)} = {w e, X(Q)= Y(w)} car X et Y sont a valeurs positives.
Ainsi A = (X =Y). Mais

P(A) :io]P’(X:Y, Y = k) :io]P’(X:k, Y =k)= +ZMIED(X:k)IED(Y:/c) :§p2(1—p)2<k*1> ==
k=1 k=1 k=1 k=1 2-p

D'ott P(A) = 1 - P(4) = 22‘721’.
-p

Corrigé de I'exercice 16. x7(\) = A2 - (X% -Y?).
o Si (X <Y) alors xp n'est pas scindé sur R et M n’est pas diagonalisable dans Mo (R).

e Si X =Y alors xar(\) = A2 et M admet une seule valeur propre 0. Ainsi M est diagonalisable si, et seulement si,

M =0 ce qui est exclu.
e Si (X >Y) alors M admet deux valeurs propres réelles distinctes. Ainsi M est diagonalisable dans My (R).
En résumé, M est diagonalisable si, et seulement si, (X >Y’). Or

P(X>Y) = +fIED(X >kY =k)= +f[@(){ > K)P(Y = k).
k=1 k=1

+00 +o00 . +0o —
Mais P(X > k)= 3 P(X=j)= > p(1-p)'™ = (1-p)* donc P(X >Y) = 3 (1-p)iq(1-q)*" = LT
j=k+1 j=k+1 k=1 p+qg—-pg

Corrigé de Iexercuce 17. 1. Soit k € N* P(U2k)=P(X 2k, Y >k)=P(X 2k)P(Y 2k) =P(X >k)? car X et Y ont méme

loi. Or P(X 2 k) = ZIP’(X j)= Zp(l p)? ™t = (1-p)** donec P(U 2 k) = (1 - p)>**~1. Ainsi
j=k j=k

B(U = k) =B(U > k) ~B(U > k+1) = (1 - p)*¢=D = (1= p)2* = (1= p)2-D (1= (1- p)?)

donc U suit une loi géométrique de parametre 1 - (1 -p)2.

2. Soit ke N*. P(V<k)=P(X <k, Y <k)=P(X <k)P(Y <k)=P(X <k)? car X et Y ont méme loi. Or

k k
P(X <k)= ZP(X=j)= 2 p(l-p) " =1-(1-p)*

done P(V <k) = (1-(1 —p)k)z. Ainsi

P(V=k)=P(V <k)~P(V <k-1)=(1-(1-p)*) = (1~ (1-p)*") =p(1-p)* " (2~ (2-p)(1-p)*).

Corrigé de I'exercice 18. 1. (X +Y)(Q) =N~ {O7 1}. Soit m € N tel que n > 2. Les v.a.r. X et Y sont indépendantes donc

P(X+Y =n) :JioIP’(X:k)IP’(Y:n—k)
k=1

= S P(X = k)P(Y =n-k)
kl

_Zp(l p)kl (1 p)nkl

P*(1-p)" 2= (n-1)p*(1-p)" .

||M3
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P(X=k,X+Y=n) P =n-k)

2. Soit ke N* et n > 2. IP)[X+Y:7L](X = ]ﬂ) =

P(X+Y=n)  PX+Y=n)
e Sik2>n,alors Prx,y-,)(X =k)=0.
. p(1-p)" ! p 1k
e Sik lors P (X =k)= = 1- .
1 <n7 alors [X+Y— ]( ) (n_l)pQ(l_p)n,Q n—l( p)

Corrigé de I'exercice 19. 1. On doit avoir Y. P(X =n,Y =k) = 1. La famille (P(X =n,Y = k)) (. kyene étant sommable

(n,k)eN2
donc par le théoréme de Fubini :
+00 +00 +oo k +00 +00 )
N O PX=nY=k)=Y YP(X=nY=k)=> >AX1-p)" =AY (k+1)(1-p) =D j(1-p) "
(n,k)eN? k=0n=0 k=0n=0 k=0 j=1
+ 00 . 1 4 1
Or Zj(l—p)j_lz (—) :—Q.Ainsi)\:p2.
j=1 I-x x=1-p p
+o0 too
2. Soit neN.P(X =n)=> P(X =nY =k) =p’ Z(l—p)k =p(1l-p)" donc X +1~G(p) et
k=0 k=n
1 1-p
E(X)=E(X+1)-E(1)=--1, V(X)=V(X +1) = 5
p p

+o00
Soit ke N.P(Y =k) = > P(X =n,Y =k) =p*(k+1)(1-p)~.
n=0

+ 00 + 00 +o00

3. Soit ke NNP(Y-X=k)=YPY-X=kX=n)=YP(X=nY=n+k)=p>> (1-p)"** = p(1-p)* donc X et
=0 =0 =0

Y — X suivent la méme loi. " " "

4. Soit (n,k) e N2, Dune part, P(X =n,Y - X = k) =P(X =n,Y =n+k) = p>(1 - p)™** et, d’autre part
P(X =n)P(Y - X = k) = p(1 - p)"p(1 -p)* = p*(1 - p)"**
donc les v.a.r. X et Y- X sont indépendantes. Ainsi C(X,Y-X)=0. Or C(X,Y-X) =C(X,Y)-C(X,X) =C(X,Y)-V(X)

1-
donc C(X,Y) = 2p
p

Corrigé de I'exercice 20. 1. Chaque joueur marque (ou non) indépendamment des autres, et donc on compte le nombre de

succes au cours d’une répétition d’épreuves de Bernoulli indépendantes de parametre p. Ainsi X ~ B(n,p).

2. La probabilité qu’un joueur rate ses deux lancers est (1-p)? (par indépendance des deux lancers), et donc la probabilité

qu’il marque au moins un des deux lancers est 1 - (1-p)2. On en déduit que Z ~ B(n,1 - (1-p)?).

3. Y représente le nombre de joueurs ayant marqué uniquement leur second lancer franc. Comme pour chaque joueur, ceci

se produit avec probabilité p(1 - p), on en déduit que Y ~ B(n,p(1-p)).
4. X et Y ne sont pas indépendantes car P(X =n) # 0, P(Y =n) # 0 mais P(X =n,Y =n) =0. De plus

C(X,Y)= % (V(X+Y)-V(X)-V(Y)) = % ((1-p)?(1-(1-p)*) = p(1-p) = p(1-p)(1 - p(1-p))) = -np*(1 - p).

1
Corrigé de I'exercice 21. 1. Chaque client se présente a la caisse i avec probabilité N et ce, indépendamment du choix des
autres clients. Puisqu’il y a n client, nous reconnaissons alors une loi usuelle : la loi de X; sachant [X = n] est une loi
1
binomiale B (n, N) Ainsi, on a

n—k
(e (1-5) = b

0 si k>n

Pixon](Xi = k) = {

A
On en déduit que X; suit une loi de Poisson de parametre N

2. X+ X5 est le nombre de clients ayant choisi 'une des deux premiéres caisses donc la loi de X + X5 sachant [X =n] est

2 2
une loi binomiale B (n, N) Comme dans la question précédente, X; + X5 suit une loi de Poisson de parameétre N

3. C(X1,X2) = %(V(Xl +X2) - V(X1)-V(X2)) = ! (% . i) =0.

2
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4. Par la formule des probabilités totales, on a

+00o
P(X1=4,X2=j) = . Pxen) (X1 = i, X5 = j)P(X = n)
n=0

Il faut choisir ¢ personnes parmi n prenant la caisse 1, et donc j parmi n — ¢ prenant la caisse 2.

SO0 e R e
LGN\ G N N n!

e—A)\ifj +o00 ( 2 n—i—j /\n—i—j
- %)

djINiti S TN (n—i-j)
-\ \i+] +oo k \k
A 2\% A
= .e o Z (1 _ 7) -
WGINTT = N/ k!

_oyn A - ,
=e TN =P(X; =)P(X3 = ).

Donc les variables aléatoires X; et X5 sont indépendantes.

n A
5. Notons que X = X1 +...+X,. On a donc C(X1,X) =) C(X1,X;) =V(X;) = N On en déduit que
i=1

(X1, X) = C(X1,X) WN o1

NEOV(X) N/AWA JUN

Corrigé de I'exercice 22. 1. X; suit une loi de Bernoulli, et il nous faut donc déterminer la probabilité de [X; = 1] afin de

caractériser entierement cette loi. Mais X; = 1 si et seulement si les m boules ont été placées dans d’autres urnes que 'urne
n-1
et donc la probabilité de [X; = 1] est

numéro i. Pour chaque boule, la probabilité qu’elle ne soit pas dans I’urne i est
n-1

—1\™ m
(n—) (par indépendance des choix successifs d’urne). Donc X; ~ B ((—) )
n n

2. Ona X=X +...+X, donc ]E(X):ZE(Xi):n(n—_l) .
i=1 n

3. On a C(X,,X;) = E(X;X;) - E(X;)E(X;). Or, X;X; ne prend que les valeurs 0 et 1 : elle suit une loi de Bernoulli.

De plus on a [X;X; =1] = [X; =1, X, = 1]. Cet événement est réalisé si et seulement les m boules ont toutes été placées
n-2

dans une urne autre que les urnes ¢ et j, ce qui, pour chaque boule, se produit avec probabilité . On en déduit que

X X5~ B((L_?) ) Et donc E(X;X;) = (L_Q) .
n

n

n

-2\ —1\“™
Par suite, C(X;, X;) = (n ) - (n ) # 0 et les variables aléatoires X; et X, ne sont pas indépendantes.
n n

1
Corrigé de I'exercice 23. 1. Ilyaentout 1+2+...+n= m boules dans 'urne, dont k portent le numéro k. Et donc,
2k
pour tout k € [[1,n]], P(X; = k) = ———. De plus
n(n+1)
U oo 2k? 2 nn+1)2n+1) 2n+1
E(X) = 3 FP(XL = k) = 3 - (rD@n+l) 2+l
= Zinn+l) nn+1) 6 3
1 1 -1 1 2
2. Il y a en tout n(n2+ ) (n(n2+ ) - 1) = (n )n(n4+ )(n+2) tirage possibles.

e Sik+/{ ilyakx/{ tirages réalisant (X; = k, X5 = /).
e Sik={ilyenakx(k-1).
Ak(k—1) sik=14¢
Donc la loi conjointe du couple (X1, X2) est donnée par P(X; = k, Xo = /) = (n - 1)n(2k+€1)(n+ 2) . Par la

(= Dn(nsD(nra) Soon
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formule des probabilités totales, on a pour tout £ € [[1,n]]

P(Xy =)= znj P(X, =k, X5 =0)

3. X; et X5 ne sont pas indépendantes car P(X; =1) #0, P(X2=1) #0 et pourtant P(X; =1,Xo=1) =

k=1
40(0-1)

n

4kl

(n— Dn(n+1)(n+2

) kl(n Dn(n+1)(n+2)

4 2 2
:(n—l)n(n+1)(n+2)(€ “é,;k E)
~ 4 n(n+1) __ 2
_(n—l)n(n+1)(n+2)(€ 2 E) n(n

1

+1)°

0.

4. On a C(X1,X32) = E(X1X3) - E(X7)E(X2). Notons que X; et X5 ayant méme loi, elles ont la méme espérance donc

2n+1

E(X,) =

Par le théoreme de transfert, on a :

E(X1X5) =
k=

k=

>
>

M=

EOP(X1 =k, X5 = 0)

[u

o~
Il

[ui

4k20?

4k3 (k- 1)

M:

i (n— 1)n(n+1)(n+2)

S
0
=

4

(n Dn(n+1)(n+2)

4

(n Dn(n+1)(n+2)

b

(Zn: Zn:k2€2

k=1¢=1

k207 -
=1

n?(n+1)>2
4

)

(n-Dn(n+1)(n+2)

_ik4+ il&—iif')
k=1 k=1 k=1

B 4 (n+1)2(2n+)? n*(n+1)?) 4n(n+1)
_(n—l)n(n+l)(n+2)( 36 4 )‘ 9
dn(n+1) (2n+ 1?1

On en déduit donc que C(X7,X3) =

nous faut calculer les variances de X; et de X5, qui sont égales car ces variables sont de méme loi :

Et alors, par la formule de Huygens, V(X;) = E(X?) -E(X;)? =

2y _ N\ g2 gy 2 S an(n+1)
]E(Xl)—kz::lk]P’(Xl k) e D) o
n(n+1) (2n+1)> (n-1)(n+2)
2 9 18
. C(X,Xe) 2
P R D

. Finalement

= ——. Enfin, pour obtenir le coeffcient de corrélation linéaire, il

Corrigé de I'exercice 24. 1. On a :

P(X = k)

=P((X2k)n(X <k))
=P((X2k)n(X>F))
SP((X 2 k)~ (X > k)

=P(X 2 k) -P(X2k)n(X>k)=P(X>k-1)-P(X > k).

n-1

n-1

2. ikIP(X:k):Zn:k]P’(X>k—1)—Zn:k]P’(X>k):Z(k+1)IP’(X>k) Zk]P’(X>k)_Z]P’(X>k) nP(X > n).

k=1
On a

k=1

k=1 k=0

0<nP(X >n)=n Z P(X =k) < Z FP(X = k) ——0

k=n+1

k=n+1

car la série Z kP(X = k) converge puisque X est d’espérance finie.

+00
Ainsi nP(X >n) —— 0 et par suite E(X) = Z P(X > k).
n—+o0o

k=0

3. On note, pour 1 < i < n, X; le nombre obtenu lors du i-ieme tirage. On a X = max X;. Pour 1 < k < n, on a par

indépendance des X; (car le tirage est avec remise) :

1<i<n
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I
I~
=
>
IA
=

P(X <k)=P(X;<k,..., X, <k)

k k’ k\P
Chaque X; est suit la loi uniforme sur [1,n]] donc P(X; < k) = Z - donc P(X < k) = (7) . D’apres la
=1 n

premiére question, P(X =k) =P(X >k-1)-P(X > k) donc

]}D(X:k):1—P(X§k—1)—(1—]P’(X£k)):P(Xﬁk—l)—P(Xék):W‘

z ( ) est la somme de Riemann d’ordre n de la fonction ¢ — ¥ sur I'intervalle [[0,1]] donc

n-1 p 1
lim lZ(ﬁ) :f tPdt =
- 0

p+1

D’apres la premiere question,

E(X):EZP(X>I<:)::Z::IP(X>I<: 21 P(X<k)_Z(l—(k)p):n(l—lnzl(k)p)l~ 2

k=0

Corrigé de I'exercice 25. Pour ne (X +Y)(2) =N, on a
k

~ A ~ Mn—k ~ 1 2 (n _ B (
P(X+Y =n)= Y P(X=k)P(Y =n-k) = A p = (Atn) — ( ))\’“ nok 2 o=(Atw)
(X+¥=n)= kzo JB(Y =n-k) = Ze R s I VY VY

—(A+p) ()\ + M)n
n!

A+ )"
nl

DouVneN, P(X+Y =n)=e ire. X +Y ~P(A+p).

n+m [ k
Corrigé de I'exercice 26. 1. Par définition du produit de deux polynémes (X +1)"(X +1)™ = »° (Z (n)(km ))Xk et
k=0 \i -t

n+m
(X+1)mm =% (n ;m)Xk. Par identification des coefficients des polynémes (X +1)"*™ et (X +1)"(X +1)", on obtient
k=0

SO0
2. On convient de noter (Z) —0'sik>n. Pour ke (X +Y)(Q)=[0,n+m], ona
P(X +Y = k) :iIP(X:i)IP’(Y:k;—z’)
- Z( Jor -y )iyt
-y (1))

= (m;n)p (1-p)menr.

Dioi Yk e [0,m -+ nl, BCX +Y =k) = ("7 (L9 E e, X 4V~ Blm + np).

Corrigé de I'exercice 27. 1. On a X (Q) = [[0,n]] est fini, donc la famille (k(k - 1)P(X = k))0<k<n est sommable. De plus
n n ne
E(X(X 1) = 3 k(b= ) o (1 -p)"*
k=0
n n-2 e
=Y n(m-n(; -
k=2 -

=n(n-1)p Z; ( ) 1-p)" 2 F = n(n-1)p.

p(1-p)*! )
converge

1-— k-1
o1 = (T o1 est sommable car la série Z %

2. On a X(Q) = N* et la famille (%P(X = k)) g
k>1

(régle de d’Alembert). De plus
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]E()l() f (1- p)’“ plr;(:P)_

1

Corrigé de I'exercice 28. On pose, pour tout (i,5) € N, u; ; = W
i+j+ -

. Considérons la partition (I,,),en de N2 définie
par I, = {(i,j) eN?, i+j= n} pour tout n € N.

e VneN, ((z +j)2ui’j)(i,j)eln est sommable car chaque I, est fini. De plus, card(l,) =n+1 et

g (i+7)? n? n? n?
+ i = —_— s = = d(Il,) =
(i,jz)éln(l j) Uq, g (i,jz)gln (Z+] + 1)2”]71 (i,jz)gln (n+ 1)2n—1 (n+ 1)2,1,1 car ( ) on
n2
o La série Z
neN

7 converge d’apres la regle de d’Alembert.

D’ou la famille ((z +7) ui’j)(i Jyen2 est sommable et par suite (X +Y)? admet une espérance. Par sommation par paquets,

on a

E(X+Y)}) = Y (i+7)°u,
(4,5)eN?

= ’i"( Z (i+j)2ui,j)

n=0 (i:j)eln

M

4 on-1
Efn(n (5 )2+§n(;)1

ne
() 6
== +

1-x 2=1/2 l1-z

Corrigé de I'exercice 29. On considere la famille (u; k) pyene)2 définie par u;, = {

=8+4=12.
r=1/2

[\]

P(X =k) sii<k
0 sinon
Pour tout k € N* on pose I, = {(z}kz)7 i€ N*}. La famille (I} )rs1 forme une partition de (N*)? et

S wig = Zk:]P’(X =k) = kP(X = k).

ieN* i=1
Donc X admet une espérance si, et seulement si, la famille (ui,k)(i k)e(n+)2 est sommable. Dans ce cas on a alors

+oo [+

B(X) =TI =)= ui,kzi(’:ziui,k):z(ip(xzk)):izp(xm

(i,k)e(N*)?

Corrigé de I'exercice 30. 1. Soit j € [[1,k]]. On a

1 si | X|<1

b <1+ X7
IXF s (X321

vje[[1, k], Ileé{

Or1+|X k\ admet une espérance, par domination, X7 aussi. Ainsi, X admet un moment d’ordre j.

2. Soit « €R. On a
k
§ (o
j3=0 J

Or 1+ |X*| admet une espérance, par domination, (X + a)* aussi. Ainsi, X + o admet un moment d’ordre k.

(X + )| =

sé(?)lal’“‘jlles(1+|X’f)§( )|a|k I < (1+]a]) (1 +[x*).

Binyze Mohamed 9 /12


https://supsp%C3%A9.com

https://supspé.com TD N210 () (correction) MP Laayoune

Corrigé de I'exercice 31. X (Q2) = [[0,n]] étant fini, donc X admet un moment d’ordre k et

E(x" (’;)pf‘ (1-p)"

)= 4"
3=0
n -1\ )
S (" iy
j=1 J-1

Y R A W n—j
=np ). J PERY )

=o'y G+ ) (" -y

P(Y'=j)

:np§g<j>P(Y:j> ot g(x) = (x+ ).

D’ou on obtient la formule récursive suivante :

E(X*) =npE((Y +1)*') ot Y ~B(n-1,p) si n>2 et Y =0 si n=1.

Corrigé de I'exercice 32. X (Q2) est au plus dénombrable donc on peut écrire X () = {z,, n € N}. On a alors

E(X) = Jio o P(X = 2,).

n=0
' + X1 s '
Soit A e R*. On a {ixiaa}] | X| donc X'1{|X\s/\} est d’espérance finie et
+00 too
E(X.l ) = Y ZpP(X =2,) +0P(X > A) = Y z,P(X =x,).
tisr) e e

T, P(X =2,) silz,|<t

) .OnaVvneN, f,(\) — z,P(X =2,) et
0 sinon A>+oo

Pour n € N, on pose f,(t) = {

YA20, VreN, |fu(Q)| < |z, P(X =2,).

Or la série Y |z,|P(X = z,) converge (de somme E(|X|)). Ainsi la série de fonctions ) f, converge normalement donc
n20 n>0
uniformémet sur R*. Par le théoréme de la double limite,

+o00

E (X.1{|X|9}) el (AE@M fn()\)) = 3 #P(X =) = E(X).

n=

Fonction génératrice d’une variable aléatoire a valeurs dans N

Corrigé de I'exercice 33. 1. Soit te€R. On a
Gxiv()=Gx(®)Gy(t)=(1-p+pt)"(1-p+pt)™=(1-p+pt)™"

donc X +Y ~ B(n+m,p).
2. Soit t €R. On a Gx.y (t) = Gx (t)Gy (1) = D) er(t-1) = cC+)(E=1) done X +Y ~ P+ ).

Corrigé de I'exercice 34. Soit te R. On a Gs(t) = [ Gx, (t) = (Gx, (t))n =((1-p) +pt)n donc S ~ B(n,p).
k=1

Corrigé de I'exercice 35. 1. La fonction génératrice de X est Gx (t) = e**™1) qui est indéfiniment dérivable sur R et

G () = i)n(n—l)...(n—r+ DP(X =n)t" =E(X(X =1)... (X —r+1)t¥) = A7 eMD,

En particulier, E(X(X -1)...(X-r+1)) = Ggg)(l) =\

t -1 1
P ; qui est indéfiniment dérivable sur ]— —[ et

2. La fonction génératrice de X est Gx(t) = ——— ,
1-(1-p) -p 1-p
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+o00 ’I“! - r
G (1) :T;)n(n—1)...(n—r+1)}P’(X:n)t” =E(X(X-1).. (X -r+1)tY) = 1]_)]3(1_((11_;)75)”1'

En particulier, E(X(X -1)...(X-r+1)) = Gg;)(l) =
p"’

+o00 1
Corrigé de I'exercice 36. 1. Soit z€]-1,1[. Ona ) 2" = T, par dérivation

+oo  \ (M) (n)
(57 (:1)
k=0 -z

donc fn'(k;;n) = ( )n+1 . Ainsi Z (k:+n) ’ (1_7;)7”1
2. On a
GX(t)_ZP(X k)tk = ki; (“;_1)(1—19)’%’“=a§(k+2_l)((1—p)t)k=u_(fw_p)t)r

1
pour tout t € |-R, R[ avec R = 1 Or Gx(1)=1donc a=p".
-p
3. Gx est de classe C* sur |-R, R[ (avec R >1) donc au moins dérivable deux fois en 1 avec

Gx(1) = r(tp) ot G%(1) = w

P suite, BCY) = G (1) = "2 et w(0x) = G (1) + G () - (4 ))* - 2P,

Corrigé de I'exercice 37. Soit k € N* et R le rayon de convergence de de Gx. On a Gg?)(t) =E(X(X-1)...(X -k+1)tY).
Comme R > 1 alors Ggﬁ) est définieen 1 et E(X(X -1)...(X-k+1))= Gg?)(l).

k-1
Posons nj =n(n-1)...(n-j+1) pour 0<j <k-1. On peut écrire n* = > a;n; avec a; € R (récurrence sur k). Ainsi, par
=0
linéarité de ’espérance
k-1 k-1 k-1 4
E(XF)=E[ Y a;X(X-1)...(X-j+1)|= Y E(X(X -1)...(X-j+1)) = 3 ;G (1).
=0 =0 =0

D’ou X possede des moments de tout ordre.

Corrigé de I'exercice 38. 1. Sy () ¢ U (X1 +... + X,,)(€), donc Sy(Q) est au plus dénombrable. De plus, pour tout
neN
yeSn(Q)

S]_Vl({y}): L_%\I{OJEKL Xl(w)+...+Xn(w)=y et N(w):n}

= {weQ, Xl(w)+...+Xn(w):y}ﬂ{N(w):n}e’T.

neN

eT eT

2. Par la formule des probabilités totales

+oo
VneN, P(Sy=n)=)Y P(N=k)P(X;+...+ X, =n)

k=0
+00 +00o
donc Vte[-1,1], Ggy(t) =) Y P(N =k)P(Xy +...+ X}, =n)t".
n=0 k=0
Un ke
La famille (un,k)(n Kyen? est sommable. En effet :

o V(n,k) eN? |upi| <P(N =k)P(X; +...+ Xp =n).
o Par la formule des probabilités totales, la série Y P(N = k)P(X; +...+ Xj, = n) converge, et
k>0
Y P(N =k)P(Xy+...+ X =n) =P(Sy =n),
k=0

donc la série Y  P(Sy =n) converge.
n20
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On peut donc intervertir les sommations :
+o00 + 00
Ggy(t) = Z P(N =k) Z P(X;+...+ X =n)t"
k=0 n=0

+00
= S P(N =k)Gxys.4x, (1)
k=0

=SBV = )G (1) = G (G (1))
k=0

3. Gy et Gx sont dérivables en 1 donc Gg, aussi et

E(Sn) = G, (1) = G ()G (Gx (1)) = G ()G (1) = E(N)E(X).
——
=1
4. G et Gx sont deux fois dérivables en 1 donc Gg, aussi et

V(Sy) = Gl (1) + G, (1) - (G, (1)

= GG (Gx (1) + (G (1)) G% (Gx (1)) + G ()G (1) - (G ()G (1)

=G| G (1) + G (1) - (G (1) | + (A% (1) G (1) + G (1) - (G (1))
=V(X) =V(N)
= E(N)V(X)+V(N)E(X)%
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