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MP Laayoune

TD N°10
Probabilités (I11) (correction)

Variables aléatoires réelles a densité

0 si t<0
Corrigé de I'exercice 1. 1. Supposons X ~U([0,1]) donc Fx(t)={ t =i [0,1] . On a
1 si t>1
0 si t<a
t— t- t-
Fa+(b_a)X(t):IP’(a+(b—a)X£t):]P’(Xs “):FX( “): © s te[a,b]
b-a b-a b-a
1 si t>b

1

donc for(p-a)x (1) = Fyyoayx () =1 b-a ] . Ainsi a+ (b—a)X ~U([a,b]).
0 si té¢[a,b]

Supposons a + (b—a)X ~U([a,b]). On a

0 si t<0
Fx() = Facpayx(a+ (b-a)t) = { t si te[0,1]
1 si t2>1
1 si te[0,1] . .
d t) = A X ~U(]0,1]).
one fix (1) {0 L veqoq) A X (0]
1-e™ si t>0
2. Supposons X ~ E(A) donc Fx (t) = ¢ ST - .Ona
0 si t<0

t t 1-et si t20
Fax(t) = POAX <t) = P ng):F (7): 2
ax(f) = B ) ( PV D {0 si <0

et s t>0

i . Ainsi AX ~ £(1).
0 si t<0

donc fax(t) = Fyx(t) = {

1
Réciproquement, si AX ~ £(1) alors X = X')\X ~&(N) donc X ~ E(N).
3. Supposons X ~ N (u,02). On a Fx_,)/s(t) = Fx(p+ot) donc

ot —p)? 2
et o251y (0)

donc X-n ~N(0,1).
o

Supposons X-pu ~N(0,1). On a Fx(t) = F(x-);0((t = )/o) donc

done X ~ N (u,0?).

+oo +00 _1 + o0
Corrigé de I'exercice 2. 1. On doit avoir f f()dt=1. Or f 2 dt=a [—] =% donca=n2.
—oo 2 tint Int s In2

t
2. Sit<2alors FX(t):IF’(XSt):/ f(x)dz =0.Sit>2 alors

t In2 -17 In2
FX(t):f = dlen2[—] -1- 22
2 zlnx Inzls Int

si t<2

0
Ainsi Fx(t)z{ 1 In?2 t59 .

CInt
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+too In 2
3. X admet une espérance si, et seulement si, t — ¢ f(t) est intégrable sur R donc si, et seulement si, f —tdt converge.
n

1 1 too dt | oo dt . , , .
Or — = ol ——] et f — diverge donc [ —5— diverge. Ainsi X n’admet pas d’espérance.
t +oo In“t 2 t 2 In“¢t

Corrigé de I'exercice 3. Notons que Y prend ses valeurs dans [0,1] donc Fy (t) =0sit<0et Fy(t)=1sit> 1.

0 si t<-1
1
Pour t € [0,1], on a Fy(t) = P(X? <t) = P(—/t < X </t) = Fx(\/t) - Fx(—\/t). Mais Fx(t) = % si te[-1,1]
1 si t>1
0 si t<0
donc Fy(t)={ t si te[0,1] . Cette fonction est continue sur R et de classe C* sur R~ {O, 1} et donc Y est une variable
1 si t>1
1 .
— si0<t<l1
a densité. Par suite, une densité de Y est fy (t) ={ 2v/t
0 sinon
L . Ae ™ si 20 R ,
Corrigé de I'exercice 4. On a fx (t) == 0 Ci<0 Par le théoréme de transfert, X admet un moment d’ordre k si,
si t<

+oo
et seulement si, t —> t¥ fx (1) est intégrable sur R donc si, et seulement si, f AP e dt converge. Or ¢ — AtFe M est
0

1 +o0
cpm sur [0, +oo[ et AtFe ™ = o (t—Q) donc l'intégrale f Atk e dt converge. Par suite,
0

+o0o
+00 ) 1 +o0 kl
IEX’“:/ koAt :7/ koS ds= "
(X*) A A" e dt/\t:s)\k ose ds G
—_—
T'(k+1)

Corrigé de I'exercice 5. 1. La fonction F' est continue a droite en tout point de R (car continue), croissante et lim F(t) =

——00

0, tlim F(t) =1 : 1l s’agit donc bien de la fonction de répartition d’une variable aléatoire.
—+00

De plus, la fonction F étant continue sur R et de classe C! sur R (privé de I’ensemble vide) : c’est la fonction de répartition

d’une v.a.r a densité. .

Une densité de X est F'(¢) = (1+6T)2'
2.  a. Puisque X et Y sont indépendantes, on a
1
Fz(t) =P(max(X,Y) <t) =P(X <t)P(Y <t) = F?(t) = ———.
(1+et)2
La fonction Fyz est continue sur R et de classe C! sur R (privé de 'ensemble vide) donc Z est une variable a densité.
2 —t
b. Une densité de Z est donnée par FJ,(t) = (1+6T)2'

Corrigé de I'exercice 6. 1. La fonction f, est continue sur R sauf en a, et elle y est clairement positive car a > 0. De plus

+o0o +00 1 +00
f at™®'dt converge (car a +1>0) et [ at™tdt = [t—a] =1. Ainsi, f, est bien une densité.
1 1 1

t
2. a. Sit<1alors FX(t):IP(XSt):f f(x)dz=0.Sit>1 alors

ta 17 1
FX(t):ﬁ xa+1d$:[ﬁ]1:1_t7a'

0 si t<1
Ainsi Fx (t) = 1 .
xO=1 1§
ta
b. X posséde une espérance si, et seulement si, ¢ — tf,(¢) est intégrable sur R donc si, et seulement si, I'intégrale
+0oo a
f t—adt converge. C’est le cas si et seulement si a > 1, et alors
1
+o00o +0o a a
IEX:f ¢ tdt:f R P
(X)= | tfal?) . ¥
De méme, on montre que X possede un moment d’ordre 2 si et seulement si a > 2, et qu’alors

o\ +oo 9 3 +o00 a B a
E(X )_Lo tfa(t)dt—/1 Sdt =

a

Par la formule de Huygens, on a alors V(X) = E(X?) - (E(X))? = —————.
(a=1)*(a-2)
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c. Soit teR. On a

1-e® si t>0

Fy<t>=P<Yst>:P<InXst>:P<Xset>=Fx<et>:{ 0 s ot<0

On reconnait 1a la fonction de répartition d’une loi exponentielle £(a), donc Y ~ E(a).

Corrigé de I'exercice 7. 1. Si ¢ € [0,1] alors sin(7t) € [0,1]. La variable Y est & valeurs dans [0,1]. On a donc pour ¢ <
0, Fy(t)=0et pour t 21, Fy(t)=1.Site[0,1], on a

Fy (t) =P(sin(7rX) < t)

=P(0 <7 X <arcsint) + P(« —arcsint < 7 X <)

:]P’(OSXS arcsint)JrP(l_ arcsint

ng)
™ ™

- Py (arc;inﬁ) ~ Fx(0) - (Fx(l) -Fy (1 - afC;int))

_ arcsint _o- (1 B (1 B arcsint)) B 2arcsint.

m ™ ™

La fonction Fy est continue sur R et de classe C' sur R \ {O, 1}. Elle posséde donc une densité f définie par

2
f@)=1 av1-¢2

0 sinon

si0<t<1

2. Soit teR. Sit <0, alors Fy(t) =P(X?<t)=P(X =0)=0et sit>0, alors
Fy(t) =P(X2?<t) =P(-Vt < X <\/t) = Fx (V1) - Fx(=\/1).

La fonction Fy est continue sur R est dérivable sauf en 0. Elle possede donc une densité fy définie par

1 t
e2 sit>0
VteR, fy(t)={ V2t
0 sinon
3. On a Y(Q) =N* et pour tout k € N*,
k-1 k k k-1
P(Y = k) = P([0X] = k) = P(0X € Tk —1,k]) :IP(X c ]75]) - Py (5) Py (T)
l-e? sit>0 , k-1 k _L1\ [ 1kt
Or Fx(t) = . . Par sulteIP’(Y:k:):exp(——)—exp(—f):(l—e 0)(6 0) .
0 sinon 0 0
1
Ainsi Y suit la loi géométrique de parametre p=1-¢ 6.
Corrigé de I'exercice 8. Soit t e R. On a
P(Y <t)= ]P’(ﬁlaix(Xi) < t) = IP’( F] (X; < t)) =[IP(X; <t) =[] Fx, (¥).
sisn =1 i=1 i=1
0 si t<0 0 si
Or Vie[[1,n]], Fx,(t) =5 t si 0<t<1 et parsuite Fy(t) =4 t" si 0<t<1 . La fonction Fy est continue sur R
1 si t>1 1 s t>1

est dérivable sauf en 0 et 1. Elle posséde donc une densité fy définie par

nt™ ! si0<t<1

0 sinon

VteR, fy(t) ={

Corrigé de I'exercice 9. 1. Par une intégration par parties,

9

E(X):[:omf(x)dx:1f0+mx(1+x)e_3wdx:%_

2. De méme, par une intégration par parties et le théoreme de transfert,

9

+oo +0o
E(XQ):f $2f(3?)d.1':1f $2(1+$)€_3Id1}:%,
oo 0

2 1 2
Par la formule de Kénig-Huygens, on obtient V(X) = E(X?) -E(X)? = I54 9" ﬁ
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Corrigé de I'exercice 10. La v.a.r. S = X +Y est a densité de densité donnée par
vieR, fs()= [ i@ fy(t-a)de
=\? foo _)‘rl o[ (T) e M2 g [0+oo[ (T — 7)d2
=22 fom {0,400 (t = 2)d
=\ M /:; {0,400 (8)ds = Mte M 170,400[ (£)-

Dot S ~ (2, \).

Corrigé de I'exercice 11. La v.a.r. S = X +Y est a densité de densité donnée par

+o00 )\(X
VteR, fs(t)= [oo @Ia_l e N 1]0&00[(.23) (t- 33)’8 L g A(t=2) 1]07“,0[(7,‘—1‘)(156.

F(5)
Sit<0, fs(t)=0.Sit>0, on a

)\oﬁ—ﬁ e—)\t t
fs(t) = ———— 2Nt -2)P e
AP Looxt [ et 1
= T (T3 atfol - "/; s (1-5)Pds changement de variable x = st
=T'(e)I'(B)/T (a+B)
— L“'@ a+f-1 efkt
I'a+p) '
)\Oc+[3
Dou Vt e R, fs(t) = o+ ﬁ)t‘“ﬁ‘le‘)‘t 1o,40o[(t) i-e. S~ T(ar+ 3, \).

foir 42 2 . b L T _(at?+2btrc) .
Corrigé de I'exercice 12. 1. On écrit at” + 2bt + ¢ = as® + d ou s = t + — donc l'intégrale f e\ ¢ dt converge si, et

+00 +

a —oo
1 oo
e~(as™+d) g converge. Or e~(@s™+d) = o (—2) donc f e (at*+2bive) gy converge. De plus
+o0 s _

oo

seulement si, 'intégrale f

—o0

f“}o o~ (@t*42bt40) qp - od f+oo eotds = f+oo et dt=e \/f
—oo —o0 t=\/as \/E —o00 a
—_—
=/

2. Lav.ar S=X+Y est a densité de densité donnée par

Vt e R, fS(t): 1 [::oexp(—(x_ul)z_ (t—x—u2)2)dx

2mo109 20% 20%

1 400
= f exp(—(gazQ—berE))dx
20109 J-oo 2 2

2, 2 2 2 2 2 2 2
o7 +o0 105+ (t—ug)o o5+ (t—us)“o . N X
avec a = 12 22, b= 19 (2 2#) L et ¢= 192 (2 ZM) L D’aprés la premiére question
0103 0103 0103

0 )} o
R N A A W R

Dot S ~ N (p1 + pa, 0% +03).

t 1 tan(?
Corrigé de I'exercice 13. 1. Soit te R. On a Fx(t) = f fx(x)dx = a4 [arctan(z/a)]" . = 5t M.
—oo e m

1 Aa

2. Soit ¢ €R. Ona Fax(t) = POX <1) = P(X <4/) = Fx(t/3) done fux(t) = Fx(t) = (i

et AX ~ € (Aa).

1
Corrigé de I'exercice 14. L’application ¢ — Nor e? ¢7t*/2 st intégrable sur R. Par la formule de transfert
i
a2/2 +o0 a2/2 +00
e 2 e 2 2
E(Y) = f etet2ap=C f e 2gy = S [ e e =2,
V2 V2T oo s=(t-a)/V2 ﬁ

N
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tk (t=p)*

Corrigé de I'exercice 15. Vk e N*, ¢t —
& ’ oV 2T

E(X*) =E((X ~p+n)*) :E(i(l;)(X —u)ju’“‘j) = i(?)u’“’jE((X—u)j)

Or la v.a.r X — p est centrée et X — pu ~ N'(0,02). Soit p e N.

1 +o0 _ £
o Si p est impair alors E ((X - p)P) = [ tPe 202 dt=0.
o\/2m J-oo ~—
fonction impaire

e Supposons p = 2m pair. On a

2

9 pre 2
E((X-p))=—= [ et
(=)= —— |
2mo.2m +00 1 2
= NG f s"2e7%ds, changement de variable s = ;-
T Jo
1
=F(m+§)
_2mg?m (2m)! — o?™(2m)!

VT 22mml T T omm

k
2

[E——

( k.)uk_% 022’(_;1)! .
21 2%4]

k
Dot E(X*) = ZO (];)uk_j]E((X—u)j):

i=0

e 202 est intégrable sur R, donc X admet un moment d’ordre k et on a

Corrigé de I'exercice 16. Soit t € R. On a
Fz(0)=P(Z<t)=1-P(Z>t)=1-P(X>t,Y >t)=1-P(X >t)P(Y >t) =1 - (1 - Fx(t)) (1 - Fy(t)).
Sit<0alors Fx(t) = Fy(t) =0 donc Fz(t) =0. Si t >0 alors Fz(t) =1-e e ™ ! Ainsi

1-—e Ot git>0

0 sinon

Fz(t):{

On reconnait 1a la fonction de répartition d’une v.a.r suivant la loi exponentielle de parametre A+ p : Z ~ E(A + p).

Corrigé de I'exercice 17. 1. a. Soit teR. Ona FLy(t) =P(-Y <t)=P(Y >-t)=1-P(Y < -t) =1 - Fy(-t) donc

1-0 si -t<0 1 si t>0
-t-0 t+
Foy(f)={ 1-—— si 0<-t<a = s —a<t<0 .
a-— a
1-1 si —-t>a 0 si t<-a

si—a<t<0

O |

sinon

Une densité de =Y est f_y(t) = {

b. La densité de X =Y = X + (-Y) est donnée par
+oo 1 +o0 1 +00
90 = [ i@ fy-ode == [ lga@lpant-ode=— [ @)l @)de.

a

e Sit<-aout>aalors [0,a[ N[t t+a] = donc g(t) =0.

1 +oo t
e Si-a<t<0alors g(t) = — f 110,t40] (7)d2 = %.
Qa —oo a
. 1 +oo a-t
e Si0<t<aalors g(t) = — f L a)(z)de = —.
Qa —oo a

a-ltl a— [t

Ainsi g(t) = 1[_a a](t) = a?
aQ ’ 0 .
SINnon

si—a<t<a

2. a. La v.a.r Z ne prend que des valeurs positives donc si t <O on a H(t) =P(Z<t)=0. Pour t>0o0n a
H(t)=P(~t< X -Y <t)=P(X - Y <t) - P(X - Y < ~t) = G(t) - G(~t).

b. H est continue sur R et dérivable sur R* de dérivée nulle. De plus H est dérivable sur R \ { -a,0, a} et
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VieR~{-a,0,a}, H'(t) =G'(t)+ G'(~t) = g(t) + g(-1).

. . 2(a-t) .
— > 2 > I S .
Ainsi une densité de Z est h(t) = { g(t) +g(=t) sit20 = { g(t) sit=0 _ { o2 sitel0,a] )

sinon 0 sinon 0 sinon

Corrigé de I'exercice 18. 1. On a

In(Z) = In(min(X,Y) - Inmax(X,Y)) - min(In(X),In(Y)) - max(In(X),n(Y)) = -[In(X) - In(Y)|.

et sit<0 et sit<0

1 sinon 0 sinon

Soit t € R. On a Fi,(x)(t) = Fx(e') = { . Une densité de In(X) est fin(x)(t) = {

1-et sit>0

0 sinon

et §it>0

0 sinon

Soit e R. On a F_j,(x)(t) =1~ Fiy(x)(-t) = . Une densité de —In(X) est f_1,(x)(t) = {

Ainsi -In(X) ~ £(1).

2. Les v.a.r In(X) et —1n(Y") sont indépendantes donc une densité de In(X) - In(Y") est donnée par

+o00
g(t) = _[oo fln(X)(-r)f—ln(Y)(t - x)dx
+o00
= f Jinx) (@) foinx)y(t —x)dz car X et Y ont méme loi
+00
B f " 1] o0 0 (2) €7 1 oo (t - )d

+oo
:/:00 vt 1],w70]($)1],w7t]($)d$

+o0 9 t 9 et
e Sit<0alors g(t) = f e oy (z)da = [ *tdy = —

—o0 2"
+00 ) 0 2 et
e Sit>0alors g(t) = f e 1 o0y (z)dz = f e tdx = -5

1
Ainsi une densité de In(X) —In(Y') est Vt e R, g(t) = 5 e,

Maintenant, déterminons une densité de Z. On a Z est a valeurs dans ]0,1], donc si ¢ < 0 alors Fz(¢) =0 et si ¢t > 1 alors
Fz(t) =1. Soit t €]0,1]. On a

Fz(t) =P(Z <t)=P(-1n(Z) > -1nt)
=P(In(X) -In(Y)| > —Int)
=1-P(In(X) -In(Y)| < -1Int)
=1-P(lnt<In(X) -In(Y) < -Int)

—Int 1
=1- —elldy
Int 2
1 0 —Int
=1—(f e'”daH—f e_‘”dx)zt.
2 \Jint 0
1 site]0,1]

Ainsi une densité de Z est fz(t) = { . D’ou Z ~U([0,1]).

0 sinon

Corrigé de I'exercice 19. 1. f est positive sur R et 'ensemble des points de discontinuité de f est fini (ici vide). De plus

_/OAf(t)dt: ferxp(—t—e_t)dt: [e_e_t]A ——1-e! et fAO f(t)dtme_l.

0 A-+oo

+o0o
Par conséquent f f(t)dt converge et vaut 1. Donc f est bien une densité de probabilité.

2. a. Notons F' la fonction de répartition de Y. On a pour tout ¢t € R, F_y(t) = 1 - F(-t) donc par dérivation, f_y () =
f(-t) =exp(t-e).
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b. Les v.a.r X et —-Y sont indépendantes donc X —Y est a densité de densité est donnée par

0= [ 1@ -

= ¢t f+oo e exp(-e*(1+e"))dx

t +o00
- Ueit)z f se *ds changement de variable s = e (1 +e").
+e 0
=I(2)=2!=1
e
S (1+et)?’

Inégalités, notions de convergence et théorémes limites

X-m

2
Corrigé de I'exercice 20. 1. Comme X, ~/\/(u, 0) on a+/n ~N(0,1) donc pour tout ¢ € R
n

X - t- 1 Va(t-m)/o
Fx, () =P(Xn <t) = IED(\/ﬁ UPNT m) = [ 2 4y
/ c o) V2 J-oo

t— t—
2. Si t <m alors \/n LSS, Fx, (t) =P(X, <t) —— 0. Si t > m alors \/n M et Fx (t) =
o n—+oo n—+oo g mn—+oo
P(X,, <t) —— 1. Ainsi

n—+o0o

1 si t>m
Fy,(t) —— { . = Fx(t)
n—+oo 0 si t<m

N . ) . ) N . N L
ou X est la variable aléatoire constante égale a m. De plus F'x n’est pas continue en t = m d’ou X,, —— X.

n—>+oo

Corrigé de I'exercice 21. 1. On a 1 - ®(¢) = 1 -P(X < t) = P(X > t). Or par symétrie de ® i-e : 1 — ®(¢) = &(-t), on a
P(X>t)=P(X 2t) =P(X <-t) donc 1 - ®(t) = §IP’(\X| > t). Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

V(X)

Vi>0, P(|X|>1t) < 2

1
donc 1-®(t) < o2 Pour tout ¢ > 0.

1 +o00 dt +00
2.0nat—1-®(t) est cpm sur R et 0<1-®(¢) < 2 Comme f 2 converge alors f (1-®(t))dt converge.
1 0

De plus pour A >0,

fOA(1 —o(4))dt = [t(1 - ()] + % /OAte’tz/Q dt = A(1 - B(A)) + —— [—e**/?]A.

V2 0
Or0<A(1-®(A)) < NN 0 et [—e‘tz/Q]A =1-e2 1. Ainsi fwo(l -®(t))dt = L
- T 24 A-+oo 0 A—+oo ’ 0 \/271-.

Corrigé de I'exercice 22. Chaque Y} posseéde une variance donc par indépendance, S,, posseéde une variance et on a

Sy, 1 1
V() V=

S V() = Lv(n).
n? = n

E
De plus E (&) = (Sn) =E(Y7). Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a la v.a.r Sn on obtient
n n n
Sn E(S, n ) V(Y
Va>0,]P’(‘&—E(Y1) za):IP’(—IE(()) za)s ;L < (21)
n n n a na

Corrigé de I'exercice 23. Méthode de Monte-Carlo

Corrigé de I'exercice 24. La v.a.r (X,, —p)? est positive et admet une espérance car X,, admet un moment d’ordre 2. D’aprés

I'inégalité de Markov, pour tout € > 0,

]E ((Xn B M)2) — V(Xn) + IE(‘XVWI)2 — 2/'LE(X71) + /1’2 0+;,L2—2;,L2+u2

€

=0.

P(IX,—pl>e)=P((X,-p)?>e%) <

g2 g2 n—+o00
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Ainsi P (| X,, —p| >e) —— 0 d’out X, LN 78
n—+oo

n—+oo

Corrigé de I'exercice 25. Soit k ¢ N*. On a P(Y,, > k) =P(X; > k,..., X, > k) = [[P(X; > k) =P(X; > k)". Or

=1

P(X) > k) = +ZojoJP(Xl =i) = +Zofop(l -p) = (1-p)
i=k i=k

Donc P(Y,, > k) = (1 - p)"*D. On en déduit alors que

P(Yn=k)=P(Y, 2 k) -P(Y, > k+1) = (1-p)"*=D(1-(1-p)").

1 sik=1 L
Ainsi P(Y,, = k) —— { ) d’ou X;, —— X ol X est une variable aléatoire certaine égale a 1.
n—+eo | (0 sinon n—>+o0

nX
Corrigé de I'exercice 26. Soit ¢ >0. On a X,, < — = X donc
n

P(|X, - X|>¢) =P(X - X,, >¢) :]P(X— l”fj) =P(nX - [nX]| > ne).

La suite (ne), tend vers +oo donc Ing € N, Vn > ng, ne > 1. Mais on sait que = — |x] < 1 pour tout réel z. Donc
P(|X,, - X|>¢) =0 pour n > ng. Ainsi lim P(|X,, - X|>¢) =0 et donc X, ., x.
n—>+o0o

n—+oo

1& X1 +2Xo0+...+2X,, + X,
Corrigé de I'exercice 27. E(S,) = — ZE(Y;) =2pet S, = i B il L Or, X1,2X5,...,2X,,, X,,41 sont
niz1 n

mutuellement indépendantes, et possedent toutes une variance donc S, possede une variance et

V(X1) +4V(X2) +... +4V(X,,) + V(X ,41)

V(Sn): n2
_p(-p)+4p(1-p)+...+4p(1-p) +p(1-p)
n2
= Llﬂ;p)(l+ 4+...+4+1)= —(471—27)1127(1—}?).

(n-1) termes

(4n -2)p(1 -p)

Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, Ve > 0, P(|S,, —2p| > ¢€) < o3
n2e n—>+00

0. Ainsi S, LN 2p.
n—+oo

Corrigé de I'exercice 28. 1. f est positive et continue sauf peut étre en 0. Pour A > 0,

A A ¢ A A
[ rwas [* L etrt aete ] aetet e [* @ ase
0 0 o 0 —00  —

A—+oo
=0

+oo
Donc f f(t)dt converge et vaut 1. Ainsi f est une densité de probabilités.

2 2
¢ : 1-e@ /27 sit>0
2. Sit<Oalors Fx(t)=0etsit>0, FX(t):f f(x)da;zl—e"””z/Q”Q.Ainsi FX(t):{ 0 ¢ ot .

sinon
3. Soit e>0.Ona Fy, () =1-P(Y,>e)=1-(1-Fx,(e))" =1 _ene?/207 ot
Fy. (=) = P(Y, < —¢) = P(G (X, < -s)) <SP(X; <€)= Fy,(-¢) = 0.
i=1 i=1 i=1 ———

=0

Donc P(|Y,| <€) =P (~¢ < Y, <€) = Fy, (€) - Fy, (-¢) = 1-e™'/27" —— 1. Ainsi ¥,, —— 0,

n—+oo n—+oo

Corrigé de I'exercice 29. Soit ¢ > 0. La v.a.r Y,, est a valeurs dnas [a,b] donc |Y,, —a| =Y, —a et

P(|Y,, —al>¢e)=P(Y,, >a+¢c)=1-Fy,(a+¢)
(1-Fx,(a+¢e))"

1_(a+57—a) si a+eela,b]

= b-a
1-1 si a+e>b
b_ _ n

_ (bilag) si O<e<b-a 0
0 si e>b-a e
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. P
DouY, ——a.

n—>+o0o

Corrigé de I'exercice 30. 1. Soit k€ [[1,N]] On a P(Y, > k) =P(X; > k)". Or

1 N-k+1
P(X, > k) = ZIP X1 =i)= Z— TJr
N-k+1\" N-k+1\" (N-k\"
donc P(Ynzk):(iJr) . Par suite P(Yn:k):P(Ynzk)—]P’(Ynzk+1):(7+) —(7) .
N N N
—k\" - " 1 sik=1 1 sik=1
Mais (U) —0 et (N k+1) S% CAinsiP(Y, = k) —— S% . On en déduit donc
N n—+oo n—+oo 0 sinon n—+oo 0 sinon

que (Y,,) converge en loi vers la variable certaine égale a 1.

N -1\"
2. Soit e>0.OnaP(|V,-12e)=PYn-12¢)=P(Y,,21+e)<P(¥, 22) = (T) —— 0. On en déduit donc que
n—+oo
(Y,,) converge en probabilités vers la variable certaine égale a 1.
0 si t<0
Corrigé de I'exercice 31. 1. Soit t e R. Ona P(Z, <t)=1-P(X; >t)"=1-(1-Fx,(t))" =1 1-(1-t)" si 0<t<1
1 si t>1
0 si t<0
t t n
donc F,z, (t) = P(Zn < 7) =< 1- (1 - 7) si O<t<n .Sit<0alors F,z (t) =0. Sit>0 et pour n assez grand,
n n
1 si t>n

t n
Fnzn(t):l—(l—f) ——1-et. Dou VteR*, F,z (t)—>Fy() Ainsi nZ, Ly

n n—>+o0o —+00 n—+oo

2. Sit<0alors Fz(t) =P(e™™ <t)0 et si t >0 alors

1-et si—Int> t sit<1
FZ(t):P(Xz—lnt):1—P(X§—1nt):1—{0 e’ si—Int>0 :{ stbs

sinon 1 sinon
0 si t<0
Donc Fz(t)={ t si 0<t<1 et parsuite Z~U([0,1]).
1 si t>1

-AX

3. Les AX; suivent tous la loi exponentielle de parametre 1, et donc d’apres la question 2, les e™*** suivent la loi uniforme

sur [0,1].

. . . L
Comme les e™*¥i sont indépendantes car les X; le sont, alors dapres la question 1, nT,, —— Y.

n—+oo

0 sie>1

Corrigé de I'exercice 32. Soit £ > 0. On a P(|X,, - X| >¢) =P(|Y,| > ¢) = { . Dans tous les cas P(|X,, - X| >

1/n  sinon

€) —— 0 et donc XnLX.

n—+oo n—+oo

Soit € >0. On a P(|Y,,| >¢) =P(Y,, 2¢) +P(Y,, < —¢) =P(nY,, -1 >ne-1) + P(nY,, -1 < -ne-1). Or

ne-1

]P’(nY—l>n5—1):i e 2 dy=1- [ e Ay — 5 1-1=0
" - \/ﬂ ne-1 \/_ n—>+oo
ne-1 2 .
P(nY, —1< —ne - f o2 g _1——[ Ay — s 1-1=0
(n ne m V2 Jnemt e

Donc P(| X, X|>5)—>Oet donc X, I x

n—>+o00

Corrigé de I'exercice 33. Soit € >0. On a P(|X,, —¢|>¢e)=1-P(|X,,—c|<e)=1-P(X, € [c—¢,c+¢]). Mais

P(X,e[c-e,c+e])2P(X, e ]c—¢/2,c+e]) = Fx, (c+¢e) - Fx, (c—¢/2).

1 sit>
Donc P(|X,, —c|>e)<1-Fx, (c+e)+ Fx, (c—¢/2). Or Fx(t) = { 0 S? ¢ En particulier, Fx est continue en ¢+ ¢ et
sinon

c¢—¢/2 et donc

Fx, (c+e¢) — Fx(c+e)=1 et Fx, (c-¢/2) — Fx(c—¢/2)=0.

Dou P(|X,, —¢c|>¢) =1-P(| X, —c|<5)—>1 1= OetXn—>c

n—+o0o
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Corrigé de I'exercice 34. 1. Chaque X, suit la loi exponentielle de parametre 1 et les X,, sont indépendantes donc S,, suit
la loi gamma de parameétres n et 1. Ainsi S,, ~T'(n,1). En particulier,

E(S,) =nE(X1) =n et V(S,) =nV(X;) =n.

U(Xl)\/_(ZXk nIEJ(Xl)) _ S%

d’ordre 2 donc d’apres le théoréme de la limite centrée :

2. On a

. Les v.a.r X, sont indépendantes et de méme loi, admettant un moment

Sp,-n ¢ .
\/ﬁ mX ou X"‘N(O,l)

En particulier, P ( Sn—n < 0) P(X <0) = 1 Mais P(Sﬂ " ) P(S, -n <0) =P(S,, <n) donc P(S, <n) ——
\/ﬁ n—+o00 2 n—+00
1
3
"t "
3. Une densité de S, est donnée par fs (t)={ I'(n) o sl (n-1)! e s>l . Donc pour tout n € N*
0 sinon 0 sinon

e tdt.

n n t’ﬂfl
P(S, <n) = / s (H)dt = f
—o0 o (n-1)
n 1
Par suite, lim tletdt = =

n—+oo J0

k 1 1
Corrigé de I'exercice 35. La v.a.r Y,, est a valeurs dans {—, ke N*}. Si ¢t < — alors Fy, (t) = 0. Pour t > —, soit k 1'unique
n n n
k+1
n

.On a

k
entier (k =|nt]) tel que — <t <
n

X k k k 7j-1 a k
Fyn(t):IP’(Yngt):]P’(—”g—):IP(ank;):ZIP’(Xn Z (1—7) :1—(1—7) :
non o] a n
k |nt]
Ainsi, pourtzl, Fyn(t):l—(l—g) :1_(1_ﬂ) :1—exp(LntJnln(1—a))—>1—e " donc hm Fy (t) =
n n n n n/) n-oteo

1-e% sit>0
{ . On reconnait 1a la fonction de répartition d’une v.a.r suivant la loi exponentielle de parametre a. D’ou

0 sinon

Y, —5 5 X on X ~E&(a).

n—+oo

Corrigé de I'exercice 36.
Partie I.

On veut montrer dans cette partie que la suite (X, +Y},) converge en loi vers X +6.

1. Posons Y, =Y, -0. Ona Ve>0, P(|Y,, -0|2¢) =P(|Y,, - 6| >e) —— 0. Donc Y, —~ 0. De plus
n—+o0o n—>+oo
VteR, Fx, oy, (t) = P(X, + Y, <t) = P(X, + V! <t-0) = Fx, s (t—0).

Si X, +Y, _£, X alors, en tout point de continuité ¢ — 6 de X on a

n—+o0o

hm Fx, v, (t) = hm Fx, vy (t=0)=Fx(t-0) = Fx.o(t).

n—+

Notons que ¢t — 6 est un point de continuité de Fx si, et seulement si, ¢t est un point de continuité de Fx,¢. Ainsi, si
c L
X,+Y, —— X alors, X, +Y,, —— X +6.

n—+oo n—+oo

2. a. D’apres la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements {( Yol >e), ([Ynl < 5)}, on
a

P(X,+Y,<t)=P((Xpn+Yn<t)n(|Ya| <)) +P(( X, + Y, <t) n (Y] > €))
SP((Xn+Yn <t)n (Y| <)) +P(|Yn]>€))
<P(X,<t+e) +P([Y,] > e).
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b. Il suffit d’appliquer le résultat de la question précédente en remplacant ¢ par ¢t — €.

c. Il suffit de combiner les résultats des deux questions précédentes :
P(X,<t—¢)-P(|Yp|>e) <P(Xp+Y, <t) <P(X, <t+e) +P([Y,] >¢).
3. Soit € >0 et t un point de continuité de Fx. Par continuité de F'x en ¢ on a

70 36 >0 tel que |e]<d = |Fx(t—¢) - Fx(t)|<n/3
175 3675 0 tel que |e] < 8" —> [Fx(t+¢) - Fx ()| <n/3

La fonction de répartition Fx est croissante donc les points de discontinuité de F'x est au plus dénombrable et on peut
donc supposer que € est tel que t — ¢ et ¢t + £ sont des points de continuité de F'x.
Par hypothese, P(|Y;,| > ) —— 0 donc

n—>+o0o

Ing €N, Vn 2ng, P([Y,|>¢e) <n/3.
De méme, X, ﬁ X donc
InieN, Vn2ny, |Fx,(t-¢)-Fx(t-¢)|<n/3 et IngeN, Vn>ng, |Fx, (t+€) - Fx(t+¢)| <n/3.
Ainsi, d’apres ce qui précede, on obtient I'inégalité :

¥n >0, 3N €N (N =max(ng,n1,n2)),¥n >N, -n/3-n/3-n/3<Fx, .v,(t)-Fx(t)<n/3+n/3+n/3.

donc lim Fyx .v,(t) = Fx(t) et par suite X,, +Y,, £ X
n—+oo

n—+o0o

Partie Il.

On veut montrer dans cette partie que la suite (X, Y;,) converge en loi vers 6X.

c L
1. On a X,, —— X et la fonction t — 6¢ est continue sur R donc X, —— 60X.
n—+oo n—+oo

P c P
Posons Y, =Y, — 0. D’aprés la premiére partie, Y, —— 0. Si X, Y, —— 0 alors X,,Y,, —— 0. On écrit
n—+oo

n—+o0o n—+o0o

X, Y = X, Y + 60X, avec 0X, —— X

n—+o0o

. N . L
donc d’apres la premiere partie, on a alors X,,Y,, —— 0X.

n—+00

2. D’apres la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements {(|Yn| >1/M),(|Ya <1/M )}, on
a

(X, Yol > €) = P ((IXaYal > ) 0 ([Val € 1/M)) + P((IXaYal > €) 0 (Yol > 1/M))
<P((1X Y| > ) 0 ([Ya] < 1/M)) +P(|Y,| > 1/M)
<P(|Xn| > eM) + P(|Y,| > 1/M).

Soit € > 0 fixé. Pour M >0, on a

P(X|>eM)=P(X <—-eM)+P(X >eM)
<P(X<-eM)+1-P(X <eM)
=Fx(-eM)+1-Fx(eM) ——0+1-1=0

M —+o00

donc, pour 1 > 0 fixé, il existe M > 0 tel que P(|X|>eM) < n/3. Dans la suite, fixons un tel M > 0.
Comme dans la premicre partie, on peut supposer que e M est un point de continuité de Fix.

L . . L . .
On a X,, —— X et la fonction ¢ — [t| est continue sur R donc | X,| —— |X| donc il existe ng € N tel que
n—>+00 n—+oo

nxny = P(|X,|>eM) <P(|X]|>eM)+n/3 <2n/3.

Or Y, ——> 0 donc il existe ny € N te que n>n; = P(|Y,|>1/M) <n/3. Ainsi

n—+o0o

IN e N (N =max(ng,n1)), Vn> N, P(X,Y.|>e)<2n/3+n/3=n.

. . P N L
Ceci étant vrai pour tout >0 et donc X, Y,, —— 0. D’ou X, Y,, —— 0.
n—+oo n—+oo
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