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Suites et séries de fonctions (correction)

Suites de fonctions

Corrigé de I'exercice 1. 1. On a : f,(z) —— f(z) = {
n—+oo

0 si
1 si z=1

O<z<m/2

donc fy, %, fsur [O, E].
n—+oo 2

. ™ . . . . ™
La convergence n’est pas uniforme sur [O, 5] puisque la limite simple f n’est pas continue sur [O, 5]

=xr"e

2. Siz=0, fo(z)=0etsiz>0, fr(z)

2 ,—nx

. , s
—— 0 (croissance comparée) donc f, ——— 0 sur [0, +oo[.
n—>+o0o n—>+oo

Pour tout n € N*, la fonction f,, est dérivable sur [0, +oo[ et f'(z) = xe™"*(2 - nx).

x 0 % +00
fu(@) + 0 -
; fa(3)
Donc
2\ 4
o= Ol foe = 300 Ufal@)=01= sup |fu(a)|= () = e
ze[0,+00 :EE[O,Jroo n n

- cu
Ainsi, f,, —— 0 sur [0, +oo].
n—+oo

3. Siz=0ouz=1, f,(x)=0.Size]0,1[, fu(x) = nz"(1-2?) —— 0 (croissance comparée) donc f, —& L 0sur [0,1].
n—+oo n—+oo

2
Pour tout n € N*, la fonction f,, est dérivable sur [0,1] et f(z) = n?z""! (1 - iﬁ).
n
x 0 Vs 1
fo(@) + 0 -
I (V35)
0 0

Donc

I fr — OHoo,[O,l] = sup [fn(x)-0[=
2€[0,1]

xe[0,1

sup |fn(2)] = fn (V/72)

n

_2n

2n
T n+2

Ainsi, (fn)n ne converge pas uniformément sur [0,1].

(

n+2

)n/2

T n+2

(1+

2

n

n—+oo

)n/2

—»2e7 1 £0.

4. Siz=0ouz=1, f(x)=0.Size]0,1[, fu(z) =2"(1-x) — 0 (suite géométrique) donc f, C—+S> 0 sur [0,1].

Pour tout n € N*, la fonction f, est dérivable sur [0,1] et f'(z) =2"*(n- (n+1)z).

T 0 pec 1
fa(z) + 0 -
Donc
10 =0l oy = b [fue) =0l = sup [fu(@)l = fu (2) = (5 ) (1- 1) = (1+

ze[0,1 z€[0,1

Ainsi, f, U, 0 sur [0,1].
n—>+00

1

n

3

1 e
n+1 -+ n

1

~—— ——0.
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1 1
5. Sixz=0, f(x)=0. Si x>0, il existe ng € N* tel que, pour tout n >ng, — <x donc f,(x) = — pour n > ng et par suite,
n T
0 si =0 cs
fn(x) —— —. Alinsi, fn(x) = f(a:) 1. .D’ou f,, —— f sur [0, +oo][.
n—+00 — S1 €T > O n—+oo
T
nx? -1 | 1
— si O<ax<—
Soit x € [0,+00[ et n e N*. On a : f,(z) - f(z) = x 1 ™ . Par conséquent, lirg (fn(a:) - f(z)) = +o0 et
0 siox>— S

n
donc la fonction f,, — f n’est pas bornée sur [0, +oo[. D’oll la suite (f,,), ne converge pas uniformément vers f sur [0, +oo].

n—+oo

2\2
6. Soit z € [0,+0o[. On a f,(z) = (x+ e) —— f(x) = 22 donc f, =, f sur [0, +oo].
n n—+oo

T -2z

2xe” e

Soit z € [0,+co[ et n e N*. On a |f,(z) - f(x)| = 5
n
L’étude de la fonction 2 — ze™® sur [0, +oo[ montre que 0 < ze™® < e~! pour tout = > 0. Ainsi,

_1 1
Ve >0, |fu(z) - f(x)| < + = 0.

n2 n—>+oo

. . cu
ie. | fn = floo,[0,400f —— 0. D’0lt f, ——— f sur [0, +oo[.
n—+oo n—+o0o

1
7. Soit > 0. On a f,,(z) = exp((1+1/n) In(1 + z)) — flz) = T+ o) donc f, % f sur [0, +oo].
Pour tout n € N*, la fonction g, = f,, — f est dérivable sur [0, +oo[ et g, (z) = W ((1 +)/n o1 %)
x 0 (1+1/n)" -1 +00
9n(2) + 0 -
. gn ((1+1/n)" -1)
0o T
o Flagoat= s @)= f@l =g ((=1/m) 1) = (14 1)L 0
o z€[0,+00[ n n+1+c N n-otoo

. cu
D’ou f, ——— f sur [0, +oo][.
n—+oo

2 - :
z“+1)e si >0
Corrigé de I'exercice 2. 1. Soit z € [0, +oo[. On a f,(z) —— f(z) = ( ) .
n—>+o00 0 si =0
cs
donc f,, —— f sur [0, +o0][.
n—+o0o
2. La fonction f, est continue sur [0,+oo[ mais la limite simple f n’est pas continue sur [0,+oo[ donc la convergence ne
peut pas étre uniforme sur [0, +oo].
3. Soit [a,b] un segment c [0, +co[. On a :

VneN, Vaelab], |fu(e)-f(z)| - W—(l+x2)e_’”

C(1+ax?)e™

nr+1

1+b2
< —0
na+1 n-o+eo

C
ice. | fn = floo fap) ———> 0. Dot f, ——— f sur tout segment [a,b] € ]0, +oo[.
n—+oo n—+oo

Corrigé de I'exercice 3. Convergence simple sur [0, +oo] :

1
Siz =0, fo(x) =0. Si x>0, il existe nyp € N* tel que, pour tout n > ng, — <z donc f,(x) =0 pour n > ng et par suite,
n

fn(z) —— 0. Ainsi, f,(z) —— f(z) pour tout z € [0, +oo[. D’ou f,, L 0swr [0, +oo].
n—+oo n—+oo T —+00
Convergence uniforme sur [0, +oo][ :

Ona: | fn=0/co o+00[ = SUP |fn(ac)| n —— +oo donc la suite (f,,), ne converge pas uniformément vers 0 sur [0, +oo].
ze[O +oo
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Convergence uniforme sur [a,+oo[ avec a >0 :

1
Soit a > 0 et x € [a, +oo[. Il existe ng € N* tel que, pour tout n > ng, — <a donc f,(z) =0 pour n > ng donc
n
dng € N*, Vn > no, an - OH(X,’[,I#OO[ =0.

cu
ie. fp —— 0 sur [a,+oo].
n—>+oo

cu
Corrigé de I'exercice 4. 1. Supposons f, —— f sur X, donc || fy, = f|lee,x — 0. Or
n—+oo n—+oo

VneN, |fn($n) - f(xn)| < an - f”oo,X

donc fn(zy) - f(z,) —— 0 ce qui est absurde. Ainsi, (f,), ne converge pas uniformément vers f sur X.
n—+oo

2. Pour tout x € R, on pose f,(x) = 1812(77?)2
n2x

a. Six=0, fo(x)=0et si xeR*

fa(@)] € ———s ——0

T 1+ n2x2 no+oo
o cs
donc f,(x) — 0 pour tout z € R. Ainsi, f,, — 0 sur R.
n—+oo n—+oo

b. Soit a >0 et x € [a,+oo[. On a :

fu(z) € ——— < 1 0

1+n222 7 1+n2a2 notoo

donc | fr = 0] s [a,+00] — 0 i.e. fp —U 0 sur [a,+oo].
n—+00

n—+oo
T 1 1
Par contre, la convergence n’est pas uniforme sur ]0, + car (—) = + 0.
’ vers P 10, +eof In 2n/) 1+72[4 noteo 1+72/4
ot
Corrigé de I'exercice 5. 1. Si ¢ = 0, f,(t) =1 et si t € ]0,1], fu(t) ~ oy R 0 donc f,(t) —— 0 pour tout
n—+oo 1, n—+oo n—+oo

1 si t=0

0 s telo] Par suite, f, % f sur [0,1].

€ 10,1]. Ainsi, f,(¢) —0 f(t)= {

2. Soit a€]0,1[ et te[a,1]. On a:

e
1)) = FO = 1fa () 0 € — s ——0

a2 n—+oo

. cu

ie. | fn=F()]oo,[a] — 0 donc fy — f sur [a,1].

3. La fonction f,, est continue sur [0, 1] mais la limite simple f n’est pas continue sur [0,1] donc la convergence ne peut
pas étre uniforme sur [0,1].

4. Soit neN*. On a :

1 [nes/n
U = — ——ds
"2 nfo 1+ 2

nt=s

1 1 n
=— ([e‘s/" arctan s]g + = f e 5/ arctan sds)
n n Jo

e larctann 1 n

=+ e */™ arctan sds
n n? Jo
-1 -1
e ~arctann ™ L T _ . . . e ~arctann
doncOgun—is—f e*/Mds = —(1-e') — 0 et par suite, lim u, = lim ————— = 0.
n 2n2 Jo 2n n—>+oo n—+oo n-+oo n

Corrigé de I'exercice 6. 1. Soit n € N*. Pour t e R*, on a :

. t
n sin (Tk—l) sint

PO D) (D)

sint

t
ie. sin| — | fn(t) = —
ie sm(2n)f (t) o
Convergence simple de (fy)n>1 : Sit =0, fr(t) =1 et siteR¥,

t
o

sint

) dt) = 5

et ’égalité est triviale si ¢t = 0. Ainsi, Vt € R, sin(
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sint sint
fn(t) = t .
n o ( ) n—+oo t
2ngin | —
2n
sint 120
— si
Ainsi, fo(t) —— f(t)=1 "¢ donc f, =2 f sur R.
n—>+oo 1 si =0 n—+oo
2. On a:
1 1 -2
fn T yong -f L - — #0.
2 2 ™ ™ n—>+oo
Z”Sin(—) 52w g
2n+1 2
N ——
—>2/7r ﬁo

n—+oo

Ainsi, la suite (f,)n>1 ne converge pas uniformément vers f sur R.

Corrigé de I'exercice 7. 1. Si z = 0, f,(2) = 0 et si 2 > 0, fo(z) = 2(1 +n*e™) —— =z (croissance comparée) donc

n—>+oo
fn(x) —— f(x) = x pour tout x € [0, +oo[. Ainsi, f, CCEN f sur [0, +o0].
n—+oo n—+oo

—nT

2. Pour tout n € N*, la fonction g, = f,, — f est dérivable sur [0, +oo[ et g/, (z) = n“(l - nm)e

x 0 % +00
g (2) + 0 -
(%)
9n . / gn n \ .

e—l

—— 0 si, et seulement si, o < 1.
nl=@ noioo

1
I fn = flloo,f0,400f = sUP [|fn(z) - f(@)|=gn (g) =

x€[0,+00

cu . .
Donc f,, —— f sur [0, +oo][ si, et seulement si, o < 1.
n—>+0o

1
3. Icia= 3 <1 donc f, v, f sur [0, +oo[. Par suite,
n—+oo

1 1 1 1 1
I 1 o= lim [ fa@)do= [ f@)da= [ ede= .
mf z(1+vne™)da Jm fu(z)dz : f(x)dz | wde=g

n—+oo

Corrigé de I'exercice 8. Convergence simple sur [1,+o00[ : Siz =1, f(z)=0et sixz>1,

fo(x) = n(ehﬁw —1) ~ nln—x =Inzx.

n—+oo n

Donc f,,(z) —— f(z) = Inzx pour tout x € [1,+00[ et par suite, f, %, fsur [1,+00].
n—>+o0o n—>+oo

Convergence uniforme sur [1,+o00[ : On a

fu(e") = f(e") =n(e-2) —— +o0

n—>+o00

donc la suite (f,), ne converge pas uniformément vers f sur [1,+oo[.

Convergence uniforme sur [1,a] avec a>1 :

1 nxT
Pour tout n € N*| la fonction g, = f,, — f est dérivable sur [1,a] et g/, (x) = f(eln —1).
x

T 1 a
9 () +
. gn(a)
' 0

I = Floora) = SUP [fa() = F(2)] = 90(@) = fula) - (@) > Oie. fu —=s [ sur [1,a].

n

Corrigé de I'exercice 9. On note, pour z € R, u,(z) = ze” =* Pour tout n € N, la fonction f,, est paire. On limite donc

I’étude de la convergence a R*.
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o Convergence simple : Siz =0, fo(x)=1etsiz>0, f,(x)=cos (x e‘"””z) —— cos0 =1 donc f,(z) — flx)=1

n—>+oo

. cs
sur R* ie. f,, —— f sur R.
n—>+00

o Convergence uniforme : Pour tout n € N*| la fonction u,, est dérivable sur R* et u/,(z) = (1 - 2nm2) e’

z 0 \/%—n +00
Uy () + 0 -
w, 1 e—1/2
0 / vV 2’1’L \ 0

Pour n assez grand, les valeurs de u, se situent donc dans l'intervalle [0,7/2] sur lequel la fonction cosinus est

strictement décroissante. On en déduit que, pour n assez grand :

U= Pl = = = 50917 ) 11 = sup (1~ £ (0)) =1 cos( o)

) cu . . R
Donc | fn, = flleo,gr — 0 ie. fr, —— f sur R. (f est la fonction constante sur R égale & 1)
n—+oo n—+oo

La suite (f,), converge uniformément sur [0,1] vers la fonction constante f égale & 1. De plus, les fonctions f, sont
continues sur [0, 1]. Par suite,

1 1 1
lim I,= lim = lim fn(z)da = / f(z)dz = / 1dx = 1.
0 0 0

n—+oo n—+oo  n—>+0o

an e T

Corrigé de I'exercice 10. 1. Soit 2 >0. On a f,(x) = (1 —c)
—e n—+oo

. , cs
0 (croissance comparée) donc f, — 0 sur R}.

[ V)

2. On a f,(x) ~ % =n donc li%l fn(x) =n et sup|fn(x)| > n. Par suite, la convergence de la suite (f,), ne peut pas
z—=0" T z—0* >0

étre uniforme sur R}.

3. La fonction g est continue sur [a, +oo[ et lim g(z) = 0 donc g est bornée sur [a, +oo[. Par ailleurs, g, (z) = g(x)ne ("D,
T—+00

Soit M un majorant de |g| sur [a,+o0[. On a :

Vo >a, YneN* |f.(z)] < Mne (e

n—>+o0o

. cu
donc | fullco,[a,+00] —— 0 i.e. f, ——— 0 sur [a, +oo[.
n—+oo n

L —>+ 00

Corrigé de I'exercice 11. 1. Soit € > 0. g est uniformément continue sur F', il existe 1 > 0 tel que :
V) e 2, ly—ylr<n — lo(y) -9 <e.
Comme (f,), converge uniformément vers f, il existe ng € N tel que : Vn >ng, Ve e X, |fu(z) - f(x)|F < n. Ainsi,
Vnzng, YeeX, [(gofn)(@) (g0 f)(@)]c<e.
ie. gofn %gOf sur X.
2. Considérons, pour n e N*, z e R, f,(z)=x+ % et g(z) = 2. La fonction g n’est pas uniformément continue sur R. De
plus, f, % fsur Rou f(z)=z. Par ailleurs,

2 1

5|

VneN*, Vo eR, |(go f,)(@) - (g0 f)(@)|= ‘(x . i)Q e

+
n n

1

En particulier, Vn € N*, ‘(g o fn)(n) - (g o f)(n)| =2+— ——2%01ie (g o fn)n ne converge pas uniformément vers
n* n—+oo

gof.

Corrigé de I'exercice 12. 1. Soit x € K et (2 )r»>1 une suite d’éléments de K telle que z; —— x € K. On veut montrer que

k—+o00
Flaw) —— F(2).

Comme la suite (f,,), converge simplement vers f, pour tout k> 1, f,(xx) — f(x1) donc par définition,
n—+o0o

Vk>1, Ve>0, AN, eNtel que VneN, n> N, = |fn.(zx) - f(zp)||F <e.
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o Pour e =1, il existe ©(1) = Ny €N tel que, | f,1)(21) = f(z1)|rF < 1.
1

1
e Poure= 3 il existe (2) = max(Na, (1) + 1) > (1) tel que, | fo2)(z2) = f(z2)]F < 3

N 1
o A l’étape k, on prend € = 7 il existe (k) = max(Ny, p(k - 1) + 1) > (k) tel que, | fom) (i) = f(zr)|F <

=

Ainsi, on construit par récurrence une application ¢ : N — N strictement croissante telle que :
1
| fiowy (i) = f (i)l r < - pour tout k e N*.
Par hypothese, on a || f,k)(2r) = f(2)|F = 0 donc par 'inégalité triangulaire,
—+00

|f (k) = f@)F < [ oy (zr) = F@)lp+ | fom (@) = f (@) 7 ——— 0.

—0 —0

Par suite, f(x) P f(z). D’ou par la caractérisation séquentielle de la continuité, la fonction f est continue en x choisi
—+00

arbitrairement dans K i.e. f est continue sur K.

2. Supposons que la suite (f,,), ne converge pas uniformément vers f sur K donc
e >0, VYneN, IN 2n, I(x,)n € K telle que, || fx(z,) = f(z0)]F 2 €.

Fixons un € > 0.
o Pour n =1, il existe (1) = N1 e N et 1 € K tel que, | fy1y(z1) = f(z1)]F 2 €.
o Pour n =2, il existe 1(2) = max(N,1(1) + 1) > (1) tel que, | fy2)(z2) — f(22)]F > €.
o A Dlétape k, on prend n = k, il existe ¢(k) = max(Nk,z/}(k -1)+ 1) > (k) tel que, || fyoy(zr) = f(zk)|F 2 €.
Ainsi, on construit par récurrence une application 1 : N — N strictement croissante et une suite (z)rs1 € K™ telles que :

| fucry(zr) = f(2k) | F 2 € pour tout k e N*.

K étant un compact, il existe alors (zg(x))ks1 € KM une sous-suite de la suite (z3)rs1 telle que Tok) T e K.
—+00

Posons

Yn = Tomy et p(n) =1(0(n)).

Par hypothese, on a : f,(,)(yn) — f(z). Et par continuité de f, on a aussi, f(y,) —— f(x). Il vient alors,
n—+0o00 n—+oo

Foy(Wn) = f(yn) —— f(2) - f(x) =0

ce qui contredit I'inégalité | fy(x)(zx) — f(zx)|F 2 €. D’ott la convergence de la suite (fy)n est uniforme.

c
Corrigé de I'exercice 13. 1. Puisque f, I, f et que les f,, sont continues, f est continue.
n—+oo
Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que :
€
VeeX, |z-Llp<n = |f(z) - F(O)] <3
Comme u,, — ¢, il existe N1 e N tel que : VneN, n>N; = |u, - {|g <n.

n—+oo

Comme f, v, f, il existe Ny € N tel que : Vo e X,
n—>+oo
€
Vel ne Ny = |fule) - (@) <
Notons N = max(Ny, Na), et soit n € N tel que n> N. On a alors o(n) >n > Ny et 7(n) >n > Ny donc :

”.fo’(n) (u‘r(n)) - f(f) ” < Hfa(n)(ur(n)) - f(u‘r(n))” + Hf(u‘r(n)) - f(g) H < % +

€.
5=

E.

Dol fo(n)(tr(n)) —= F(O).
2. Soit (f, ), une suite de fonctions de R vers R convergeant uniformément vers f.

cu
a. Soit x € R. Puisque f, - f —— 0 et f,(vr) —— f(z) d’apres la question précédente, on a :
n—>+o0o n—>+o0o

fn(fn(x)) - f(fn(x)) = (f" _f)(f”(x)) oo 0.

Par ailleurs, puisque f,(z) —— f(z) et que f est continue (en particulier en f(x)), on a :
n—+oo
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F(fa(@)) = f(f(2)) ——=0.

n—+o0o

On déduit que
(£ 0 £) (@) = (£ 0 £)@)| [ Fa(£a(@)) = F(£a(@))| + [F(fa(@)) = F(f ()| ——=0

n—>+oo

e, (fo fu)(@) —— (£ o £)(@). D0l fuo fo——— fo .

n—+

b. Soit € > 0. Puisque f est uniformément continue sur R, il existe >0 tel que n<e et :
V(g y) eR? ly-y'|<n = |f(y) - () <e

Comme f, v, f, il existe N eN tel que : Vn > N, Vz e R, |f.(z) - f(z)] <n. Donc
n—+oo

Vn> N, Vo eR, |f(f.(x)) - F(f(2))] <e.

Par ailleurs, Yn > N, Vz e R, ‘fn(fn(x)) - f(fn(x))| <n <e. Donc
V> N, VaeR, |(foo fa)(@) = (£ o £)@)| | fa(fa(@)) = F(F£a@))| + [F(fal2)) - F(F(2))] <o+ 2 =2e.

. cu
Dot fno fr——— fof.
n—+oo
3. On suit l'indication donnée, on a

2
VTLEN*,V.’I}ER, |(f"of”)(x)_(fof)(x)|:%4'%4'%

n n

1 1
et, en particulier, (fn ofn—fo f)(n) =2+ —+— —— 2% 0. D'ou la suite (fn o f”)n ne converge pas uniformément
n

TL2 n—+oo
vers fo f.

Approximations uniformes
Corrigé de I'exercice 14. L’inégalité de Taylor-Lagrange permet d’écrire :
V(a,z) € [0,7], [sinz-sina| < |z - al.
On fixe alors un entier n € N* et on choisit une subdivision (a;)o<j<p de [0,7] de pas inférieur ou égal a % (il suffit de
choisir une subdivisio réguliere de [0, 7] de pas égal a T< 1 ie.p=|nr|+1)
Ensuite, soit la fonction f,, définie sur [0, 7] par : v

sina; si xe€[aj,a5.1[

sina, si z=ap=m.

fn(x) = {

1
On a alors, par I'inégalité de Taylor-Lagrange, pour tout z € [0,7], |fn(z) - f(z)| < —. Ainsi, f, v, f.
n n—s+oo

p
Corrigé de I'exercice 15. Soit P =) ar X" eC[X].Ona:

k=0
be(t)f(t)dt = /b Ep: apt® f(t)dt = i ay fbtkf(t)dt =0.
a @ k=0 k=0 a
=0

Soit e >0 et f € CO([a,b] ,(C). Par le théoreme d’approximation de Weierstrass, il existe ¢ : [a,b] — C une fonction

polynomiale telle que || f — ¢l|co [4,5] < bL Donc
-a

/abf2(t)dt =/abf2(t)dt—[ab<p(t)f(t)dt
b
- [ 1o -em)a
b
<1 Flloorfap] | = @lloofars] fa dt

<€l flloofa)
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b b
ie. f F2(t)dt <] f]loo,[a,p) POUr tout & > 0 et par suite, [ f2(t)dt = 0. Or la fonction t —> f2(t) est continue et positive
a

sur [g, b] donc f est la fonction nulle sur [a,b].

n—-1

Notons, Py = 1 et pour tout n € N*, P, = H(X + k). On a deg P, = n donc la suite (P, )neny est une base de C[X]. On
k=0

peut écrire alors, pour tout n € N,

P
t" = Z ak,n P (t) avec ay,, € C.
k=0

b b P P b
On a, pour tout n € N, / t" f(t)dt = / Y arnPe(t) f(0)dEt =) agn / Pi(t)f(t)dt = 0. D’apres la premiére question,
a @ k=0 k=0 a
| —
=0
f est nulle sur [a,b].

Corrigé de I'exercice 16. 1. Supposons h constante sur [a,b]. Il existe c € R tel que, pour tout ¢ € [a,b], h(t) =c. On a

RO fabh(t)sin(@n;l)t)dt’
= cfbsin(w)dt’
a 2

| —2¢ 2n+1)t ’
_[2n+1cos( 2 )]

a

-2c 2n+1)b 2¢ 2n+1)a 4|
= cos + cos <
2n+1 2 2n+1 2 2n+1 no+oo

Ainsi, la suite (Jn(h))nEN converge vers 0.

2. Supposons h en escalier sur [a,b]. Il existe (ag,az1,...,a,) une subdivision de [a,b] adaptée & h. On a
b 2 1)t
f h(t) sin ((n;)) dt‘

P aj 9 1
_ Z hl]aj_l,aj[(t)sin(w)dt
j=1 -1, 5

= Aj-1 | ,
constant=c;

aj 2 1
f stin((n;— )t)dt

Ainsi, la suite (Jn(h))nEN converge vers 0.

AW

0 (d’apres la premiére question)
n—>+00o

P
<y
j=1

3. Supposons h continue sur [a,b] et soit £ > 0. Par le théoréme d’approximation par des fonctions en escalier, il existe ¢ :

b 2n+ 1)t
2(b5— g D’aprés la deuxiéme question, /; p(t) sin ( ( n2 ) )dt — 0,

fbgo(t) sin ((2n2+1)t) dt

[T (R)] = ‘fabh(t)sin((Qn;l)t)dt‘

[ab(h(t) —@(t))sin((%;l)t)dt

[a,b] — C en escalier telle que |[h—¢| e [a,p] <

donc il existe NV €N, tel que : n> N —

€
§§.Pourn2N,ona

< +

fbap(t)sin((2n+1)t)dt‘
a 2
fbw(t) sin((%;l)t)dt‘

b
<A =@lloo,[ab] fa dt+£/2<e/2+¢/2=¢.

< [T - e+

On a montrer que : Ve >0, 3N €N, tel que VneN, n>N = |J,(h)| < e. Ainsi, la suite (Jn(h))"EN converge vers 0.
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Corrigé de I'exercice 17. Soit k € N*. L’application ¢ : [0,1] — C est continue sur [0,1]. Par le théoréme
y — f(y*)
c
d’approximation de Weierstrass, il existe une suite (P, )ney de polynémes a coefficients complexes, telle que P, v, g.

n—>+o0o

En notant, pour tout n e N, A, = P,(X¥), qui est un polynéme & coefficients complexes, on a :

VneN, Vi [0,1], [4u(8) - F0)] = [Pu(t*) - g(t)| < 1P ~ Fllm o

Ainsi, A, v, fsur [0,1].

n—+00

Corrigé de I'exercice 18. 1. Soit (a;)o<;<p des réels deux a deux distincts. En utilisant les polyndmes de Lagrange, la fonction

polynoéme P,, s’écrit :

VneN, Py(z)= ZP(a])H(x “l)

0<i<p aj —a;
%]

Donc la fonction polynéme P, est parfaitement déterminée par ses valeurs en les a;.

. cs . o eis
Soit x € R. Comme P,, —— f sur R, on fait tendre n vers +oo dans 1’égalité ci-dessus :

. (m)—sz]) I ( )

o<i<p \Aj — Q4
'L*]

La fonction f est donc une fonction polynome de degré < p.

Montrons ensuite que la convergence est uniforme sur tout segment de R. Soit [a,b] un segment de R. On a :

Va € [a,b], |f(z)- P,(z) :|j;)(f(aj)_pn(aj)) H (z.—ai‘)

0<isp \ @j — Qi
i#]
P T —ay
SZ:Lf(aj)_1D7L(a’j)| ng(aj—ai)
Jj=0 ]

siﬂan Po(a;)M; —— 0.

—>+00

I1(— I1(—
Ou on a noté M; = sup a: —a, ]| qui est bien définie puisque z — as —a ]| est continue sur [a,b].
O<z<p 7 K3 0<i<p ¥l 7
z€[a,b] i it

cu
Ainsi, P, —— f sur tout segment de R.

n—+oo

2. Supposons que la convergence de la suite (P,), vers f est uniforme sur R. La fonction polyndéme P, — f est donc bornée
sur R. C’est une fonction constante. On en conclut, qu’a partir d’un certain rang N, on a P, = f + a,, et la suite (an)nsn

est une suite de réels qui converge vers 0.

Corrigé de I'exercice 19. 1. Soit ¢ € [0,1]. On proceéde par récurrence sur n € N.
Initialisation : Pour n = 0, la propriété est triviale.

Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n et montrons quelle est vraie au rang n+1. On a :
1
V= Pat(t) = V= Pa(t) - 5 L (1= (P()’) = (VE- Pa®) (1 - S(VEs Pn(t))).

Comme P, (t) <\/t, on a : %(\/%+Pn(t)) <Vt<1et donc 0<VE—P,yy(t).

2\t
Par ailleurs, comme 0 < \/f - P, (t) < 5 Vi
+

n/t

2/t 1
Vi-Peat) < 5 (1-5vi)

N (2+ (n+1)VE)(2-V1)

:2+(n+1)\/1_5 2(2 + ny/t)
2/t 2(2+nVt) - (n+1)t

Tor(rDVE 202+ 0vi)
2Vt

1 1
et que 1 - 5(\/z_f+ Po(t)) <1- 5\/5 (car P,(t)20), 0on a:

{—.
2+ (n+1)\V/t
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2/t
2+n\/_
2/t 2 2

donc [Py = fllee,jo,1] € = —— 0.

< =
2+nVt 0’ " M0 e

Conclusion : par le principe de récurrence, Vn e N, Vt € [0,1], 0<vt— P,(t) <

2. D’apreés la premiére question, Vn € N, Vt € [0,1], 0 </t - Py(t) <
Ainsi, P, v, f sur [0,1].
n—>+oo

3. Soient n € N* et ¢t € [-1,1]. Notons z = |[¢{| € [0,1]. On a :

(1) = Qu(B)| = |z~ (Pu(@))’| = [VZ - Pu(@)| [VE + Pu(@)| < %

<2/n <2

4
— —— 0. Ainsi, Q, v, p sur [-1,1].
n n—o+oo n—+oo

done |Qrn = @lloo,[-1,1] <

Séries de fonctions

Corrigé de I'exercice 20. Supposons la série Z fn converge uniformément sur X, donc la suite des restes (R”)n converge

. , - cu
uniformément vers 0 sur X. Ainsi, f, = R,_.1 - R, —— 0 sur X.

n—+oo

n /. . . P .
) =7 VIVl ol gy 0, donc la suite (f,,), ne converge pas uniformément ves la fonction
n + n—+oo

. Onafn(\/%

nulle sur [0, +oo[, et par suite, la série Z frn ne converge pas uniformément sur [0, +oo].

2
« La fonction f, est dérivable sur [0, +oo[ et f/ () = nze V(2 - xy/n). Pour a > 0 fixé, on a —= < a pour n assez

NG

grand.
T 0 % +00
fo(@) + 0 -
“(7)

Donc | fn oo [a,+00] = [fn(a)] —— 0 i.e. la série )" f, CN sur [a,+oo[ donc CU sur [a,+oo[.
n—+oo

1
Corrigé de I'exercice 21. 1. Soit > 0 fixé. On a f, (x) —— et la série Z
Par suite, la série " f,, CS sur ]0, +oo[.

5 converge donc la série > fn(z) converge.

2. La fonction z —> f,,(x) n’est pas bornée sur ]0, +oo[ donc la série ) f,, ne converge pas normalement sur ]0,+oo[.
Soit @ > 0. On a || fr]lco,[a,+00[ = fn(a) et la série Y fn(a) converge donc la série Y f,, CN sur [a,+oo].

3. Comme la fonction z — f,, () n’est pas bornée sur 0, +oo[, alors la suite (f,,), ne converge pas uniformément vers 0
sur ]0, +oo[ et par suite, la série Y f,, ne converge pas uniformément sur ]0, +oo[.
Soit a > 0. La série )" f,, CN sur [a, +oo[ donc CU sur [a,+ool.

Corrigé de I'exercice 22. Notons, pour z € [0,+oo[, n € N*, w,(z)=In|1+ S
n(l+x)

1. Soit z € [0, +o0o[. La suite (u, (x))n est décroissante de limite nulle donc par le critere de Leibniz, la série Y (=1)"u, ()
converge i.e. la série Y f, CS sur [0, +oo].

T

n(1+x)) Yoo n(l+x)

> | fn(z)| diverge. Par suite, la série )" f,, ne converge pas absolument sur [0, +oo].

2. Six=0,|fa(x)]=0etsiz>0,|fn(x) = ln(l + et la série Z(l% diverge donc la série
n

x)

Puisque la série Z fn ne converge pas absolument sur [0, +oo[, alors la série Z fn ne converge pas normalement sur [0, +oo][.

3. Soit z € [0,+00[. On a :

|Rn(2)| =

z 1
k;ﬂ( 1)kln(1+k(1+ ))‘ ln(1+(n+1)(1+x))sln(1+n+1)m0

donc la suite des restes (Ry),, converge uniformément vers 0 sur [0, +oo[. Ainsi, la série _ f, CU sur [0, +oo[.
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Corrigé de I'exercice 23. Pour tout n € N*, f,, est de classe C! sur [0, +oo[ et, pour tout z € [0, +oo[ :
a-1

X

m((a— 2)z2 +om2).

fo(@) =

e Si > 2, alors pour tout n € N*| f,, est croissante et f,(z) — oo donc f, n’est pas bornée et la suite (f,)n
ne converge pas uniformément vers 0 sur [0, +oo[. Il en résulte que la série Z fn ne converge pas uniformément sur
[0, +o00[.

+ Sia =2, alors pour tout n € N*, | fy|e,[0,+00f = 1. La suite (fn)n ne converge pas uniformément vers 0 sur [0, +oo[.

Il en résulte que la série Z fn ne converge pas uniformément sur [0, +oo].

e Supposons 0 < a < 2. On forme le tableau de variations de f;, :

T 0 ﬁ +00
fa(2) + 0 -

f )

" OOU% \ 0

[« 2-a( a \*?* 1
”fn“oe,[O,Jroe[_fn( 2_0[)_ 9 (2—&) n2*’1'
1
e Si0<a<l,lasérie ) —3ma converge donc la série Y| fr oo [0,4+00[ CORVETge et par suite, la série Y f, CN sur
[0, +0o[ donc CU sur [0, +oo.

e Supposons 1 <« < 2. Soit z € [0,+00[ et n e N*. On a :

+o00 (e 2n « (e

x x x
Ro(z)= ), —5——=2> > >n .
24 k2 ° 241252 2
ol T2+ Rt v k x? +4n

n® 1 1
En particulier, R, (n) > n572 > £ donc | Ry, lco,[0,+00] 2 5 La suite des restes (R,), ne converge pas uniformé-
n

ment vers 0 sur [0, +oo[ et par suite, la série Z fn ne converge pas uniformément sur [0, +oo].

Finalement, la série Z frn CU sur [0, +oo] si, et seulement si, 0 < a < 1

1
Corrigé de I'exercice 24. 1. Siz =0, u,(z) =0etsiz €]0,1], n?u,(xr) — 0 (croissance comparée) donc u, (z) = o (—)
n—+o0o +oo

2
n
et la série an (x) converge. Par suite, la série an CS sur [0,1].
e e "
2. Soit n € N*. Une étude de fonction mene & : | fu]o,[01] = — et la série > —— converge pour tout « € R puisque
n n
e 1
— = 0(—2). Ainsi, la série an CN sur [0, 1] pour tout o € R.
n

ne« +oo

Corrigé de I'exercice 25. 1. Si x <0, la suite (un(x))n ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo.
1
Siz>0,onau,(z) 20 (ﬁ) donc la série )" u, () converge. D’ou la série )" u,, CS sur RY.

2. Pour tout n € N*| la fonction u,, est continue sur R}.
Soit a >0 et x € [a,+00[. On a : |u, ()] < uy,(a) et la série Y u,(a) converge donc la série " u,, CN sur [a,+oo[ donc CU
sur [a, +oo[. Par le théoréme de continuité sous le signe somme, la fonction S est continue sur R}.

+o00 +o00
Soit 0 <z <y, on a up(y) <up(z) donc S(y) = > un(y) < > up(z) = S(x) ie. S est décroissante sur RY.

n=1 n=1
3. VneN* wu,(x) —— 0 et la série Z U, CU sur [1, +o00[ donc par le théoréme de permutation lim et somme, on obtient :
Tr—>+oo
lim S(x)=0.
T—>+00

4. Montrons que lim e” S(x) =1. Pour n e N* et z >0, on pose v, (x) = €* u,(z). On a :
T—>+o00

1 si n=1
Vn e N, “n(x)mé":{o S 22

De plus, v leo,[1,400[ = Un(1) = el™V7™ puisque v,, est décroissante et positive sur [1,+0o[. Or la série Zvn(l) converge car

eV = (—2) donc la série Zvn CN sur [1, +oo[ donc CU sur [1,+o0o[. Par le théoréme d’interversion somme limite, on
+o0 n

obtient :
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+ 00 +o00
3 x — 3 — —
o= i S - Fo-1
Dou: S(z) ~ e
xr—+oo
. . -nH™ 1

Corrigé de I'exercice 26. On pose, pour z € C \ {07 -1,-2,.. } etneN, f.(z)= .

n! n+z

e (Chaque f, est définie et continue sur C \ {O,—l, -2,... }
e Soit K un compact de C~ {O,—l,—2, .. } et z € K. Il existe a >0 tel que Vz e K, |z| < a donc

1 1 1 1 1
VZGK, V’I’L>O(, |fn(z)‘ | +Z|<E |Z|<TL7’I7, Oé'

La série Z —

est convergente (régle de d’Alembert) par suite, la série Z fn CN sur K donc CU sur K.
nln-a«

1 n
Par le théoreme de continuité, I’application z —> Z ( )

est définie et continue sur C \ {0, -1,-2,... }
= n! n+z

—nx

e
Corrigé de I'exercice 27. 1. Soit x € [0, +oo[. La suite ( ) est décroissante de limite nulle, donc par le critere de
n>1

Leibniz, la série )" u,(x) converge et la série Y u, CS sur [0,+oo[.

Soit x € [0,+00[ et n € N*. On a :

)k+1 e—(n+1)z 1

> G

k=n+1

|Ry(2)| =

done Ry, —2 0 sur [0, +oo et la série > u, CU sur [0, +oo].

n—>+o0o
2. Pour tout n € N*, 2+ u,(z) est continue sur [0, +oo[ et la série Y u, CU sur [0, +oo[. Par le théoréme de continuité,
g est continue sur [0, +oo].

3. Pour tout n e N*, x — u,(x) est de classe C! sur ]0,+oo[ et u/,(z) = (-1)"e™"".

T et la série Y e " converge (série géométrique) donc la série " u;, CN sur [a,+oo[

Soit @ > 0. On a [y, |eo,[a,+e0[ = ©
donc CU sur [a, +oo[. Ainsi, la fonction g est de classe C! sur ]0,+oo[ et, pour tout >0 :

X

g/(l,): io(_l)ne—nxzio(_efx)n:_efx 1 _ —e .
n=1 n=1 1 +e T 1 +e T

4. Soit £>0.On a :

g(x) = g(0) + foxgl(t)dt =ln2+ [ln(l + e‘t)]z =In2+ ln(l + e’r) —In2= ln(l + e’z)

et pour z = 0, 'égalité est vérifiée. D'ott Va € [0, +0o[, g(z)=In(1+e™®).

Corrigé de I'exercice 28. 1. Convergence simple : Soit x € ]1,+oo[. On a :

folw) = (‘1)"(1+(‘1)")1 - 0()

notoo NI nw nx n?2

-H" 1
Les séries z % et Z 0] (ﬁ) convergent donc la série an(ac) converge i.e. la série Z frn CS sur |1, +o0o].

) 1 1
Convergence absolue : Soit x € ]1,+00[. On a : |f,(z)] ~ — et la série Z — dlverge donc la série an ne converge
n—+oo NI
pas absolument sur ]1,+oo][.
Convergence normale : Comme la série Z fn ne converge pas absolument sur ]1,+oo[ alors la série Z fn ne converge pas
normalement sur ]1,+oo].
Convergence uniforme : Comme la série Z fn me converge pas absolument sur |1, +oo[ alors la série Z fn ne converge pas

uniformément sur ]1,+oo].

2. Soit x € [2,+00[. On écrit

e\ o L 2 v o1
S((E)—l'F(nZ:l n )x+n_1 nx(mc+(—1)") ! | nx(nff"“(_l)n).

Or Vz e [2,+00[, VneN*| nx+ (- 1)">mc—1> 5 , donc
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+o00 _1

oy nx(nm +(- 1)")

Dou: S(x) = 1—111—2 o(l).

xr—+o0 € €T

i
Corrigé de I'exercice 29. Pour tout n € N*, la fonction u,, est continue sur R et |u,(x)| < 2,2 Pour tout = € R. Donc
n
™ T
Vn e N*, |u,lleor € —= et la série Y —— converge
a2 < 5 Y 55 converg

i.e. la série Eun CN sur R donc CU sur R. D’ou par le théoreme de continuité sous signe somme, la fonction S est définie
et continue sur R.

Montrons que S est de classe C! sur R*. On a u, est une fonction impaire, il suffit donc de restreindre 1’étude a R7.
1

e Chaque u, est de classe C! sur R* et v/ (z) = ——————.
qHe tn * n(2) n(1l+n2x?)

> u, CS sur RY.
e Soit a>0et x€[a,+oo[. On a

1

et la série Z 1722)
+n

s, Hoo,[a,+oo[ < converge

n(1+n2a?)
i.e. la série " u;, CN sur [a, +oo[ donc CU sur [a,+oo[.

D’ou par le théoréme de dérivation sous signe somme, la fonction S est de classe C! sur RY. Par imparité, elle I'est sur R*.

Corrigé de I'exercice 30. Soit N e N*. On a :
N 1)n 1/ N 11- (—ta)N+1 1 1 ta(N+1)
—t* ”dt_f —t4)" dt:f 7dt:/ Nf dt
nz::OnaJrl Z[ ) 0 nz::O( ) 0 1+t o 1+ta +(-D) o 1+te
a(N+1) 1 1
t < f te(N+D g = 0. Par suite,
0 G,(N + 1) +1 N-o+oo

1

v [y

(-1) o 1+t@
+oo (_1\n N n 1
Z(l):hmZ(l) f dt.
ona+1 o 1+te

N—+oo = 0na+1

r™ cos(nz)

Corrigé de I'exercice 31. 1. Soit 7 € |-1,1[. On note, pour n e N* et z € R, f,(z) = . Chaque f,, est continue sur

R et

VneN* VreR, |f.(z)|< <|r|” et la série Y |r|" converge

donc la série Z fn CN sur R donc CU sur R. Par le théoreme de continuité, la fonction f est bien définie et continue sur R.

n
2. Soit z € R. On note g, (r) = M'
n

e Chaque g, est de classe C* sur ]-1,1[ et g/, (r) = 7" cos(nz).
e Pourre]-1,1[ et ne€N* on a : [g,(r)| <[r|" et la série > |r|" converge donc la série . f, CS sur ]-1,1[.
e Soit be]0,1[. On a :
190 oo [-bp) <07 " et la série Y 6" ! converge
donc la série )" g;, CN sur [-b,b] donc CU sur [-b,b].

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, la fonction g est de classe C! sur ]-1,1[ et, pour tout r € ]-1,1],

9’(T) = io PR COS(TM) =Re (io T"_l(em)n)

n=1 n=1
1T
=Re| 2
1-rew
ezx(l _,r,e—i:v)
=Re - -
(1 —re””)(l —re*”")
e el —p _ cosT — T '
1-2rcosx +r? 1-2rcosx +1r?
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1 t=r 1
dt = [—§1n(1 —2tcosx + t2)]0 =75 ln(l —2rcosz + r2).

cosx —t

Ainsi, pour tout r € |-1,1 r)=g(0) + _
) 1-1,1, g(r) = g(0) T Ty—

=0
3. Fixons r € ]-1,1[. On a pour tout x € R,

Z‘j T cos(nm)

flx) = —%ln(l —2rcosz +1?%) =

D’apres la premiere question, on a convergence normale sur R de la série Z fn, donc sur [-7,7]. On peut donc écrire

+00 T N .
; ln(l 2rcosx+r )da:: Z (f rcos(na:)dx).

n=1 n

Or, pour n € N*| / cos(nzx)dx = [sm(nm)] = 0. Finalement, / ln(l —2rcosx + r2)dm =0.
- n - -7

Corrigé de I'exercice 32. 1. f,(0) =0 donc " f,,(0) converge. Pour z > 0, | f, ()| < %(e_w)” et la série ) (e™*)" converge
n
car e € ]0,1[. Donc la série »_ f,, CS sur [0, +oo].

1 -
2. On étudie les variations de f,, sur [0, +oo[. Pour tout >0, on a f/ (z) = 0 N g=nz
nn
T 0 % +00
fa(x) + 0 -
; ()
' 0 _— T 0
1 e - . ;.
H an o =|fn (7) = . La série Z est divergente et la série Z fn ne converge pas normalement sur [0, +oo|.
+oo[ n nlnn nn

Soit a > 0. Pour n assez grand, — < a donc
n

anH [a.soo] |fn(a)‘ et la série Z ‘fn(a)| converge,

donc la série )" f,, CN sur [a, +oo[.
3. Soit z € [0,+0o[. Pour 2 =0, R,(0) =0 et pour z >0, on a

—-(n+l)x 1 ( )
re x g(x
Ry(z)| = < < <
[Bin ()] k;ﬂf’“ v)| < l(n+1) 1- In(n+1) er—1 ~ In(n+1)
(@)
e

La fonction ¢ est continue sur ]0,+oo[ et admet une limite finie en 0 et une limite finie en +oo, donc ¢ est bornée sur

10, +oo[. Soit alors M = [ e,]0,+00[- On & donc

M

v n S —_—
z €[0,+00[, |Rp(z) m(ns1) e

D’ou la série Y f, CU sur [0, +oo[.

4. Chaque f,, n >2 est continue sur [0, +oo[ et la série an CU sur [0, +oo[ donc la fonction f est continue sur [0, +oo].

1- 1
Chaque f,,, n>2 est de classe C* sur ]0,+oo[ et f/ () = 1 M ene . Comme f1(0) = in’ la série Y f, (0) diverge donc f
nn nn
n’est pas dérivable en 0 a droite.
Soit [a,b] c ]0,+oo[. On a :
1+ b
Vaelab], Yn22, |fo(x)s ——em

1+nb _,, . ol+mnb _ . , L. ,
et la série Z e """ converge puisque n ] e 0 (croissance comparée). Donc la série Z fr, CN sur [a,b]

Inn nn n->-+oo

donc CU sur [a,b]. Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, la fonction f est de classe C' sur ]0, +ool.
5. Soit k € N. En appliquant la méme méthode que pour la convergence uniforme, on peut considérer la série Z Jgn avec

gn(z) = 2* f,(x). On majore alors uniformément le reste de cette série par ot My, est un majorant sur ]0,+oo[ de

M;,
In(n+1)
op : 2 — 2¥p(z) (il existe pour les mémes raisons, & savoir fonction continue avec des limites aux bornes de l'intervalle).

On obtient alors la convergence uniforme sur [0, +oo[ de la série de fonctions. Et puisque lim z*f,(z) = 0 pour tout n > 2,
T—+00

on peut permuter somme et limite et obtenir lim " f(x) = 0.
Tr—+oo
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n
n? + x2

Corrigé de I'exercice 33. On note, pour n € N* et z € R, f,(z)=(-1)"
e Chaque f, est de classe C* sur R et

VheN', [ (x) :(—1)"(£( L L ))(k)

2\x+in x—-1n

(L )

(m+in)k+1 (Jf )k+1

n+ 1 1
( 1) k '((:c+m)’”1 (:C—in)}”l).

t
e Soit 2 € R. La fonction ¢t — ——— est décroissante sur [|z|,+oo[ donc la suite (7)
2 + z2 n? + 22 ) ps)al

limite nulle. Par le critére de Leibniz, la série Z fn(x) converge. Ainsi, la série Z fn CS sur R.

est décroissante de

e Soit keN*etxzeR.Ona: |f(k)(x)|<7donc

k! k'
1F$ oo < o ot la série Z - converge (k> 1)

Par suite, la série Y f$¥) CN sur R donc CU sur R.

Finalement, la fonction f est de classe C* sur R.

1
et la série Z T2
n

Corrigé de I'exercice 34. 1. Soit z € [0, +oo[. On a |u,(z)| <
[0, +oo].

1 .
1oz converge donc la série Z Uy CN sur
+n

2. Soit a>0 et x € [a,+oo[. On a :

-na 2 ,—na

ne et |[n?u,(x)| < ne

1+n2

< -
()] < e

-na 2 \—na na 2 ,—na
L. ne n°e . ne n“e 1 L.
Les séries Z — et Z 3 convergent puisque — = 0(—2) et 5 o( 2) donc les séries Z nu, et
1+n 1+n 1+n2 +o \n 1+n2 +0 \n st
> n*u, CN sur [a,+oo].

n>1
3. Chaque u,, est continue sur [0, +oo[ et la série Zun CU sur [0, +oo[, donc par le théoréme de continuité sous le signe

somme, la fonction u est continue sur [0, +oco[.

4. On a un(x) —— 0 pour tout n € N* et la série Y u, CU sur [0,+oo[, donc lim u(z) = Z hm un(z) = 0.
—+00 Tr—>+00
n=1
5. Chaque u,, est de classe C2 sur ]0,+oo[ et v/, (z) = —nu,(z), u!(x)=nu,(z).
—nx 1
e La série » u, CS sur ]0,+oo[ et la série Y u;, CS sur 0, +oo[ puisque ul,(x) = % = 0(—2) pour tout x > 0.
n2 +eo \m

e Pour tout a >0, la série " u;, CN sur [a, +oo[ donc CU sur [a,+oo[.
Donc la fonction u est de classe C* sur ]0,+oo[ et on a :

n2 e T

V>0, u'(z)= .
v wi(w) = nz::l 1+ n?
6. Soit z>0. On a :

—-x

1)e™ e
1-e®

u(z) = Z n2u,(z) = Z (1+n—

—-X

— pour tout z > 0.

-= 3w (a)+ S =)

n=1

donc u"(z) + u(z) = 1

1 1

Corrigé de I'exercice 35. 1. Une étude de fonction montre que [ gy oo,j0,400[ = gn(n) = o et la série ) o diverge donc la
n n

série z gn ne converge pas normalement sur ]0, +oo|.

x
2. Soit z > 0. La fonction ¢t — o est décroissante sur [0, +oo[ donc
x

k+1 T T k T
ke N*, f dt < g[ LT
k t2 + 2 k2 + 22 k-1 12 + 22
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E | b n+l d n T n T d
n sommant ces inégalités, on obtient : [ ——dt < < f t.
s 1 t2+22 ,;k2+x2 0o t2+a?

3. On fait tendre n vers +oo dans l'inégalité précédente, on obtient :

+00 T +oo T +o00 T
———dt< < f ———dt.
./1 t2 + 22 an+av2 0o t2+ 22

n=1

+oo t\1" 1 n T
Or / T gt= [arctan (7)] =T _arctan (7) et [ T o q=T Ainsi, pour tout z non nul,
1 z/ 2 T 0 t2+x2 2

t2 4+ 2
s 1 i T
— —arctan— < Y gn(x) < -
T S 2
+o00o T
lim r) = —. Si la série de fonctions
m»+oonZ::1gn( ) 2 7;971,

4. On fait tendre = vers +oo dans l'inégalité précédente, on obtient :
+o0 +00
Tg?w;g”(x) = ;TEIPOO gn(x) =0 ce qui est absurde. Ainsi, La série de

converge uniformément sur ]0, +oo[ alors

fonctions Z gn, ne converge pas uniformément sur ]0, +oo[.

n>1
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