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TD No6

Suites et séries de fonctions

1 Suites de fonctions

Exercice 1. Étudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions :

1. fn(x) = (sin x)n sur [0,
π

2
].

2. fn(x) = x2 e−nx sur [0,+∞[.

3. fn(x) = nxn(1 − x2) sur [0, 1].

4. fn(x) = xn(1 − x) sur [0, 1].

5. fn(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

n2x si 0 ≤ x ≤ 1/n
1
x

si x ≥ 1/n
sur [0,+∞[.

6. fn(x) = (x +
e−x

n
)

2

sur [0,+∞[.

7. fn(x) =
1

(1 + x)1+1/n sur [0,+∞[.

Exercice 2. Soit la suite (fn)n de fonctions définies sur [0,+∞[ par : fn(x) =
n(x3 + x) e−x

nx + 1
.

1. Déterminer la limite simple f de la suite de fonctions (fn)n sur [0,+∞[.

2. La convergence de (fn)n vers f est-elle uniforme sur [0,+∞[ ?

3. Montrer que (fn)n converge uniformément vers f sur tout segment [a, b] ⊂ ]0,+∞[.

Exercice 3. Fonction « bosse glissante ». Étudier la convergence simple et uniforme de fn ∶ [0,+∞[ Ð→ R définie par

fn(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2n2x si 0 ≤ x ≤ 1/2n

−2n2 (x − 1
n
) si 1/2n ≤ x ≤ 1/n

0 si x ≥ 1/n

. Montrer qu’on a la convergence uniforme sur [a,+∞[ avec a > 0.

Exercice 4. Pour montrer que la convergence n’est pas uniforme . . .

1. Soient E et F deux evn de dimensions finies et X une partie de E. On considère (fn)n une suite de fonctions de X vers
F converge simplement sur X vers une fonction f .
On suppose qu’il existe une suite (xn)n ∈XN telle que la suite (f(xn) − f(xn))n ne tende pas vers 0 lorsque n→ +∞.
Démontrer que la suite de fonctions (fn)n ne converge pas uniformément vers f sur X.

2. Pour tout x ∈ R, on pose fn(x) =
sin(nx)
1 + n2x2 .

a. Étudier la convergence simple de la suite (fn)n.

b. Étudier la convergence uniforme de la suite (fn)n sur [a,+∞[ (avec a > 0), puis sur ]0,+∞[.

Exercice 5. Pour tout n ∈ N∗, on pose fn(t) =
e−t

1 + n2t2 et un = ∫
1

0
fn(t)dt.

1. Étudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn)n sur [0, 1].

2. Soit a ∈ ]0, 1[. La suite de fonctions (fn)n converge-t-elle uniformément sur [a, 1] ?

3. La suite de fonctions (fn)n converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

4. Trouver la limite de la suite (un)n≥1.

Exercice 6. D’après Centrale MP 2019. On considère la suite de fonctions (fn)n≥1 définie sur R par fn(t) =
n

∏
k=1

cos( t

2k
).

1. Montrer que (fn)n≥1 converge simplement vers une fonction f à déterminer. Indication : vérifier que sin( t

2n
) fn(t) =

sin t

2n
.

2. La suite de fonctions (fn)n≥1 converge-t-elle uniformément sur R ?

Exercice 7. Soit α ∈ R. On pose pour tout x ∈ R+ et n ∈ N∗, fn(x) = x(1 + nα e−nx).

1. Montrer que la suite (fn)n converge simplement vers une fonction f à déterminer.

2. Déterminer les valeurs de α pour lesquelles il y a convergence uniforme.

3. Calculer lim
n→+∞

∫
1

0
x(1 +

√
n e−nx)dx.
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Exercice 8. Mines-Ponts MP 2006. Soit, pour n ∈ N∗, la fonction fn définie sur [1,+∞[ par fn(x) = n (x1/n − 1).
Étudier la convergence simple et uniforme de cette suite de fonctions sur [1,+∞[ puis sur les segments [1, a] où a > 1.

Exercice 9. CCP PSI 2005. Étudier la convergence simple et uniforme sur R de la suite de fonctions (fn)n où fn(x) =

cos (x e−nx2
), et en déduire la limite de la suite In = ∫

1

0
fn(x)dx.

Exercice 10. CCP MP 2006.

1. Étudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn)n∈N où fn est définie sur R∗+ par fn(x) =
nx2 e−nx

(1 − e−x)2
.

2. Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur R∗+.

3. Soit a > 0. Montrer que la fonction g définie pour x ≥ a par g(x) = x2 e−x

(1 − e−x)2
est bornée sur [a,+∞[ et en déduire que

la suite (fn)n converge uniformément sur [a,+∞[.

Exercice 11. Soient E, F, G des evn de dimensions finies et X une partie de E.
On considère (fn)n une suite de fonctions de X vers F et f ∶X Ð→ F, g ∶ F Ð→ G deux applications.

1. On suppose que (fn)n converge uniformément vers f et g uniformément continue. Montrer que la suite de fonctions
(g ○ fn)n converge uniformément vers g ○ f .

2. Le résultat précédent reste-t-il vrai si on remplace l’hypothèse d’uniforme continuité par celle de continuité ?

Exercice 12. De la convergence simple à la convergence uniforme. Soient E et F deux evn de dimensions finies et K un
compact de E.
On considère (fn)n une suite de fonctions de K vers F convergeant simplement vers une fonction f . On suppose :

∀(xn)n ∈KN, xn ÐÐÐ→
n→+∞

x ∈K Ô⇒ fn(xn) ÐÐÐ→
n→+∞

f(x).

1. Montrer que f est continue. Indication : utiliser la caractérisation séquentielle de la continuité.

2. Montrer la convergence uniforme de la suite (fn)n. Indication : raisonner par l’absurde.

Exercice 13. Soient X une partie d’un evn E de dimension finie, (fn)n une suite de fonctions continues sur X, convergeant
uniformément sur X vers une fonction f et (un)n une suite de X convergeant vers un élément ℓ ∈X.

1. Montrer que si, σ, τ ∶ NÐ→ N sont deux extractrices, alors la suite (fσ(n)(uτ(n)))n converge vers f(ℓ).

2. Application : Soit (fn)n une suite de fonctions de R vers R convergeant uniformément vers f .

a. Montrer que, si f est continue sur R, alors la suite (fn ○ fn)n converge simplement vers f ○ f . Indication : on pourra
utiliser la question précédente.

b. Montrer que, si f est uniformément continue sur R, alors la suite (fn ○ fn)n converge uniformément vers f ○ f .

c. Le résultat précédent reste-t-il vrai si on remplace l’hypothèse de continuité uniforme de f par la continuité de f ?
Indication : considérons, pour n ∈ N∗, fn ∶ x ∈ Rz→ x2 + 1

n2 et f ∶ x ∈ Rz→ x2.

2 Approximations uniformes

Exercice 14. Construire, le plus simplement possible, une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément sur [0, π]
vers la fonction sinus.

Exercice 15. Classique. Soit f ∈ C0([a, b] ,C) telle que, ∀n ∈ N, ∫
b

a
tnf(t)dt = 0. Montrer que f est la fonction nulle.

Application : Soit f ∈ C0([a, b] ,C) telle que, ∀n ∈ N, ∫
b

a
(

n−1
∏
k=0
(t + k)) f(t)dt = 0. Montrer que f est la fonction nulle.

Exercice 16. D’après CNC MP 2019. Soient a et b des réels tels que a < b, et soit h ∶ [a, b] Ð→ C une fonction continue par

morceaux, pour tout n ∈ N, on pose : Jn(h) = ∫
b

a
h(t) sin((2n + 1)t

2
)dt.

1. Vérifier que si h est une fonction constante, alors la suite (Jn(h))n∈N converge vers 0.

2. Montrer que si h est en escalier sur [a, b], alors la suite (Jn(h))n∈N converge vers 0.

3. En utilisant un résultat d’approximation à préciser, montrer que la suite (Jn(h))n∈N converge vers 0.
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Exercice 17. Soit k ∈ N∗ et f ∈ C0([0, 1] ,C). Montrer qu’il existe une suite (Pn)n≥0 de polynômes telle que, en notant
An = Pn(Xk), la suite (An)n≥0 converge uniformément vers f sur [0, 1].

Exercice 18. Soit p ∈ N non nul et (Pn)n une suite de polynômes de Rp [X]. On suppose que la suite de fonctions polynômes
associée converge simplement sur R vers une fonction f .

1. Montrer que f est une fonction polynôme de degré ≤ p et que la convergence est uniforme sur tout segment de R.
Indication : utiliser les polynômes de Lagrange.

2. Que dire de cette suite si la convergence est uniforme sur R ?

Exercice 19. On note (Pn)n≥0 la suite de fonctions définie par P0 = 0 et ∀n ∈ N, Pn+1(t) = Pn(t) +
1
2
(t − (Pn(t))

2).

1. Démontrer ∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, 1] , 0 ≤
√

t − Pn(t) ≤
2
√

t

2 + n
√

t
.

2. En déduire que (Pn)n≥0 converge uniformément sur [0, 1] vers f ∶ tz→
√

t.

3. Montrer que la suite de polynômes (Qn)n≥0 définie par ∀n ∈ N, ∀t ∈ [−1, 1] , Qn(t) = (Pn(∣t∣))
2 converge uniformément

sur [−1, 1] vers φ ∶ tz→ ∣t∣.

3 Séries de fonctions

Exercice 20. Soit (fn)n une suite de fonctions de X vers F . Montrer que, si la série ∑ fn converge uniformément sur X,
alors fn

CUÐÐÐ→
n→+∞

0 sur X.

Application : Soit (fn)n la série de fonctions définie par : fn(x) = nx2 e−x
√

n, x ∈ [0,+∞[.
La série ∑ fn converge uniformément sur [0,+∞[ ? Montrer qu’on a la convergence uniforme sur [a,+∞[ avec a > 0.

Exercice 21. On pose, pour n ∈ N∗ et x ∈ ]0,+∞[ , fn(x) =
1

n + n3x2 .

1. Vérifier que la série ∑ fn converge simplement sur ]0,+∞[.

2. La série ∑ fn converge normalement sur ]0,+∞[ ? Montrer qu’on a la convergence normale sur [a,+∞[ avec a > 0.

3. La série ∑ fn converge uniformément sur ]0,+∞[ ? Montrer qu’on a la convergence uniforme sur [a,+∞[ avec a > 0.

Exercice 22. On pose, pour n ∈ N∗ et x ∈ [0,+∞[ , fn(x) = (−1)n ln(1 + x

n(1 + x)
).

1. Vérifier que la série ∑ fn converge simplement sur [0,+∞[.

2. La série ∑ fn converge absolument sur [0,+∞[ ? converge normalement sur [0,+∞[ ?

3. Montrer que la série ∑ fn converge uniformément sur [0,+∞[.

Exercice 23. Soit α ∈ [0,+∞[. On note, pour n ∈ N∗ et x ∈ [0,+∞[ , fn(x) =
xα

x2 + n2 .
Déterminer l’ensemble des α ∈ [0,+∞[ tels que la série ∑ fn converge uniformément [0,+∞[.

Exercice 24. CCP MP 2006. Soit α ∈ R. On définit pour n ∈ N∗ et x ∈ [0, 1] , un(x) =
xn

nα
e−nx.

1. Étudier la convergence simple de la série ∑un.

2. Pour quelles valeurs de α a-t-on convergence normale sur [0, 1] ?

Exercice 25. CCP MP 2007, Centrale PC 2007.

1. Étudier la convergence simple de la série ∑un où un(x) = exp(−x
√

n) pour n ∈ N∗. On note S la somme de cette série
de fonctions.

2. Montrer que S est continue sur R∗+ et décroissante sur R∗+.

3. Montrer que lim
x→+∞

S(x) = 0.

4. Montrer que S(x) ∼
x→+∞

e−x.

Exercice 26. Montrer que l’application z z→
+∞

∑
n=0

(−1)n

n!(n + z)
est définie et continue sur C ∖ {0,−1,−2, . . .}.

Exercice 27. D’après CNC MP 2020. On considère la suite (un)n≥1 définie sur [0,+∞[ par : un(x) =
(−1)n+1

n
e−nx.
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1. Montrer que la série de fonctions ∑
n≥1

un converge uniformément sur [0,+∞[. On noterra g sa somme.

2. Justifier que g est continue sur [0,+∞[.
3. Montrer que g est de classe C1 sur ]0,+∞[ et donner une expression simple de sa dérivée à l’aide de fonctions usuelles.
4. En admettant que g(0) = ln(2) donner une expression simple de g l’aide de fonctions usuelles.

Exercice 28. 1. Étudier les convergences sur ]1,+∞[ de la série de fonctions ∑
n≥0

fn où fn(x) =
(−1)n

nx + (−1)n
.

2. On note S sa somme. Montrer que S(x) =
x→+∞

1 − ln 2
x
+ o( 1

x
). Indication : on pourra utiliser

+∞

∑
n=1

(−1)n

n
= − ln 2.

Exercice 29. CCP MP 2007. Pour n ∈ N∗, on définit une fonction un sur R par un(x) =
arctan(nx)

n2 . On note S la somme de
la série de fonctions ∑un lorsqu’elle existe. Montrer que S est continue sur R et de classe C1 sur R∗.

Exercice 30. Soit a > 0. Montrer ∫
1

0

dx

1 + xa
=
+∞

∑
n=0

(−1)n

na + 1
. Indication : remarquons que 1

na + 1
= ∫

1

0
tnadt.

Exercice 31. 1. Soit r ∈ ]−1, 1[. On pose pour x ∈ R, f(x) =
+∞

∑
n=1

rn cos(nx)
n

. Vérifier que f est bien définie et continue sur R.

2. Soit x ∈ R. On pose pour r ∈ ]−1, 1[ , g(r) =
+∞

∑
n=1

rn cos(nx)
n

. Montrer que g est de classe C1 sur ]−1, 1[, déterminer une

expression simple de g′(r) et calculer g(r) pour r ∈ ]−1, 1[.

3. En déduire ∫
π

−π
ln(1 − 2r cos x + r2)dx = −2

+∞

∑
n=1
(∫

π

−π

rn cos(nx)
n

dx) ainsi que la valeur de l’intégrale.

Exercice 32. TPE MP 2005. Pour n ≥ 2, on définit une fonction fn sur [0,+∞[ par fn(x) =
x e−nx

ln n
.

1. Montrer que ∑ fn converge simplement sur [0,+∞[. On notera f la somme de cette série de fonctions.
2. Montrer que ∑ fn converge normalement sur tout intervalle [a,+∞[ où a > 0 mais pas sur [0,+∞[.
3. Montrer que ∑ fn converge uniformément sur [0,+∞[.
4. Montrer que f est continue sur [0,+∞[ et de classe C1 sur ]0,+∞[. Montrer que f n’est pas dérivable en 0 à droite.
5. Montrer que pour tout k ∈ N, on a lim

x→+∞
xkf(x) = 0.

Exercice 33. Centrale PSI 2005. Montrer que la fonction f définie par f(x) =
+∞

∑
n=1
(−1)n n

n2 + x2 est de classe C∞ sur R.

Exercice 34. D’après CNC MP 2023. On considère la suite (un)n≥1 définie sur [0,+∞[ par : un(x) =
e−nx

1 + n2 .

1. Montrer que la série ∑
n≥1

un converge normalement sur [0,+∞[.

2. Montrer que, pour tout a > 0, les séries ∑
n≥1

nun et ∑
n≥1

n2un convergent normalement sur [a,+∞[.

Dans la suite, on pose u(x) =
+∞

∑
n=1

un(x), x ≥ 0.

3. Montrer, en précisant le théorème utilisé, que la fonction u est continue sur [0,+∞[.
4. Montrer de même que la fonction u admet 0 pour limite en +∞.
5. Montrer que la fonction u est de classe C2 sur ]0,+∞[ et donner une expression de sa dérivée seconde sous la forme de
la somme d’une série de fonctions.
6. Montrer que ∀x > 0, u′′(x) + u(x) = e−x

1 − e−x
.

Exercice 35. D’après CCINP MP 2025. On considère la série de fonctions ∑
n≥1

gn où pour tout x ∈ ]0,+∞[ , gn(x) =
x

n2 + x2 .

1. Étudier la convergence normale de cette série de fonctions sur ]0,+∞[.

2. Établir que, pour n entier non nul, ∫
n+1

1

x

t2 + x2 dt ≤
n

∑
k=1

x

k2 + x2 ≤ ∫
n

0

x

t2 + x2 dt.

3. En déduire que, pour tout x non nul, π

2
− arctan 1

x
≤
+∞

∑
n=1

gn(x) ≤
π

2
.

4. Déterminer lim
x→+∞

+∞

∑
n=1

gn(x). La série de fonctions ∑
n≥1

gn converge-t-elle uniformément sur ]0,+∞[.
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