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Suites et séries de fonctions

Suites de fonctions

Exercice 1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions :

n ™ 2 :
1. fn(x) = (s 0,—|. n‘c si 0<x<l/n
fa(z) = (sinz)" sur [ 72] 5. fu(z)=1 1 . sur [0, +oo[.
— si x>21/n
2. fo(x) =2%e™ sur [0, +oo]. z

e—(ﬂ

3. fn(x) = nxn(l —$2) sur [0, 1]. 6. fn(x) = (1"" n) sur [O,+oo[,

1
4, f(x)=2"(1-x) sur [0,1]. 7. fo(z) = (A xa)n sur [0, +oo].

3 + -
Exercice 2. Soit la suite (f,), de fonctions définies sur [0, +oo[ par : f(x) = M
na +

1. Déterminer la limite simple f de la suite de fonctions (fy, )y, sur [0, +oo[.
2. La convergence de (fy,)n vers f est-elle uniforme sur [0, +oo[ ?

3. Montrer que (f,,), converge uniformément vers f sur tout segment [a,b] c ]0, +oo[.

Exercice 3. Fonction « bosse glissante ». Etudier la convergence simple et uniforme de f, : [0,+00[ — R définie par

2’z si 0<z<1/2n
1
fa(z)={ -2n? (:c - 7) si 1/2n<x<1/n . Montrer qu’on a la convergence uniforme sur [a,+oo[ avec a > 0.
n
0 sioxz>1/n

Exercice 4. Pour montrer que la convergence n’est pas uniforme ...

1. Soient E et F' deux evn de dimensions finies et X une partie de E. On considere (f,), une suite de fonctions de X vers
F converge simplement sur X vers une fonction f.
On suppose qu’il existe une suite (z,), € X telle que la suite (f(scn) - f(:zcn))n ne tende pas vers 0 lorsque n — +oo.
Démontrer que la suite de fonctions (f,), ne converge pas uniformément vers f sur X.
2. Pour tout x € R, on pose f,(x) = sin(nr) .

1+ n22?
a. Etudier la convergence simple de la suite (f, ).

b. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,), sur [a, +oo[ (avec a > 0), puis sur 0, +oo].

—t 1
Exercice 5. Pour tout n € N*, on pose f,(¢) = 0 e Uy = / fu(t)dt.
1+ n2¢? 0
Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,), sur [0,1].
Soit a € ]0,1[. La suite de fonctions (fy,), converge-t-elle uniformément sur [a,1]?

La suite de fonctions (f,,), converge-t-elle uniformément sur [0,1]?

W bd =

Trouver la limite de la suite (up)ns1-

n t
Exercice 6. D’aprés Centrale MP 2019. On considére la suite de fonctions (f,)n»1 définie sur R par f,(t) = H oS (27)
k=1
: . N . .. . . t sint
1. Montrer que (fy,)n>1 converge simplement vers une fonction f & déterminer. Indication : vérifier que sin o fa(t) = 5

2. La suite de fonctions (fy,)n»1 converge-t-elle uniformément sur R ?

Exercice 7. Soit a € R. On pose pour tout z € R* et ne N*, f, (z) = x(l +n® e’"””).
1. Montrer que la suite (f,), converge simplement vers une fonction f a déterminer.

2. Déterminer les valeurs de « pour lesquelles il y a convergence uniforme.

1
3. Calculer lim x(l + \/ﬁe_m)dx.

n—+oo J0
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Exercice 8. Mines-Ponts MP 2006. Soit, pour n € N*, la fonction f,, définie sur [1,+oo[ par f,(z)=n (xl/” - 1).
Etudier la convergence simple et uniforme de cette suite de fonctions sur [1,+oo[ puis sur les segments [1,a] ot a > 1.

Exercice 9. CCP PSI 2005. Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la suite de fonctions (f,)n ot fn(z) =

, 1
cos (m e ), et en déduire la limite de la suite I, = [ frn(x)dz.
0

Exercice 10. CCP MP 2006.

2 —nx
, nxe
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fy, )neny o0 f, est définie sur RY par f,(x) = m
—e
2. Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur R}.
2 —x
e
3. Soit a > 0. Montrer que la fonction g définie pour x > a par g(x) = W est bornée sur [a,+oo[ et en déduire que
— e

la suite (f,)n converge uniformément sur [a, +oo|.

Exercice 11. Soient F, F, G des evn de dimensions finies et X une partie de F.

On cousideére (f,,), une suite de fonctions de X vers F et f: X — F, ¢g: F — G deux applications.

1. On suppose que (f,), converge uniformément vers f et g uniformément continue. Montrer que la suite de fonctions
(g o f")n converge uniformément vers go f.

2. Le résultat précédent reste-t-il vrai si on remplace 'hypotheése d’uniforme continuité par celle de continuité ?

Exercice 12. De la convergence simple & la convergence uniforme. Soient F et F' deux evn de dimensions finies et K un
compact de FE.

On consideére (f,,), une suite de fonctions de K vers F' convergeant simplement vers une fonction f. On suppose :

V(:E'n)ne‘KVNy xn—)xEK = fn(wn)—)f(x)

n—+o0o
1. Montrer que f est continue. Indication : utiliser la caractérisation séquentielle de la continuité.

2. Montrer la convergence uniforme de la suite (f,,),. Indication : raisonner par I’absurde.

Exercice 13. Soient X une partie d’'un evn F de dimension finie, (f,,), une suite de fonctions continues sur X, convergeant

uniformément sur X vers une fonction f et (uy), une suite de X convergeant vers un élément £ € X.
1. Montrer que si, 0,7 : N — N sont deux extractrices, alors la suite (fa(n)(uT(n)))n converge vers f({).
2. Application : Soit (f,), une suite de fonctions de R vers R convergeant uniformément vers f.

a. Montrer que, si f est continue sur R, alors la suite ( fno f")n converge simplement vers f o f. Indication : on pourra
utiliser la question précédente.

b. Montrer que, si f est uniformément continue sur R, alors la suite ( fno f”)n converge uniformément vers f o f.

c. Le résultat précédent reste-t-il vrai si on remplace I’hypotheése de continuité uniforme de f par la continuité de f 7

Indication : considérons, pour n € N* creR— 22+ — et f : e R—> 22,
) b n 2
n

Approximations uniformes

Exercice 14. Construire, le plus simplement possible, une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément sur [0, 7]

vers la fonction sinus.

b
Exercice 15. Classique. Soit f ¢ CO([a,b] ,(C) telle que, Vn € N, / t" f(t)dt = 0. Montrer que f est la fonction nulle.

a

b (n-1
Application : Soit f € CO([CL7 b] ,(C) telle que, Vn € N, f (H (t+ k)) f(#)dt = 0. Montrer que f est la fonction nulle.
a \k=0

Exercice 16. D’aprés CNC MP 2019. Soient a et b des réels tels que a < b, et soit h : [a,b] — C une fonction continue par

b 2n+1)t
morceaux, pour tout n € N, on pose : J,(h) = f h(t) sin ((n;)) dt.

1. Vérifier que si h est une fonction constante, alors la suite (Jn(h)) converge vers 0.

neN

2. Montrer que si h est en escalier sur [a,b], alors la suite (J"(h))neN converge vers 0.

3. En utilisant un résultat d’approximation a préciser, montrer que la suite (J”(h))neN converge vers 0.
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Exercice 17. Soit k € N* et f € CO([O, 1] 7(C). Montrer qu’il existe une suite (P,)nso0 de polyndmes telle que, en notant
A, = P, (X%), 1a suite (A,,)ns0 converge uniformément vers f sur [0,1].

Exercice 18. Soit p € N non nul et (P")n une suite de polynoémes de R, [ X ]. On suppose que la suite de fonctions polyndémes

associée converge simplement sur R vers une fonction f.

1. Montrer que f est une fonction polynéme de degré < p et que la convergence est uniforme sur tout segment de R.
Indication : utiliser les polynémes de Lagrange.

2. Que dire de cette suite si la convergence est uniforme sur R?

1
Exercice 19. On note (P,,)ns0 la suite de fonctions définie par Py =0 et Yne N, P,,1(t) = P,(t) + 3 (t - (Pn(t))Q).

2Vt
2+n\/f'

2. En déduire que (P,,),s0 converge uniformément sur [0,1] vers f : t —> /%.

1. Démontrer Vn e N, Vt€[0,1], 0<+/t— P,(t) <

3. Montrer que la suite de polynémes (Q,)ns0 définie par Vn e N, Vi e [-1,1], Q,(¢) = (Pn(|t|))2 converge uniformément
sur [-1,1] vers ¢ : t — [t].

Séries de fonctions

Exercice 20. Soit (f,), une suite de fonctions de X vers F. Montrer que, si la série Z fn converge uniformément sur X,

cu
alors f,, —— 0 sur X.
n—+o0o

Application : Soit (f,), la série de fonctions définie par : f, () = nz?e V™, x € [0, +oo].

La série Z fn converge uniformément sur [0, +oo[ ? Montrer qu’on a la convergence uniforme sur [a, +oo[ avec a > 0.

1
n+ndz2’
1. Vérifier que la série Z fn converge simplement sur ]0, +oo[.

Exercice 21. On pose, pour n € N* et x € ]0,+oo[, fn(x) =

2. La série » converge normalement sur 0, +oo[ ? Montrer qu’on a la convergence normale sur [a, +oo[ avec a > 0.
b )

3. La série ) f, converge uniformément sur ]0,+oo[ ? Montrer qu’on a la convergence uniforme sur [a, +oo[ avec a > 0.

Exercice 22. On pose, pour n € N* et z € [0,+00[, fp(z)=(-1)"In|1+ ——
n(l+x)

1. Vérifier que la série Z fn converge simplement sur [0, +oo].
2. La série Y f, converge absolument sur [0,+oo[ ? converge normalement sur [0,+oo[ ?

3. Montrer que la série Z fn converge uniformément sur [0, +oo].

.r(l
Exercice 23. Soit « € [0, +00[. On note, pour n € N* et x € [0,+00[, fn(x)= PRl
x2+n
Déterminer 'ensemble des « € [0, +oo[ tels que la série ' f,, converge uniformément [0, +oo[.

.13”
Exercice 24. CCP MP 2006. Soit o € R. On définit pour n e N* et z € [0,1], up(z) = —e™"".
n
1. Etudier la convergence simple de la série Z Uy

2. Pour quelles valeurs de « a-t-on convergence normale sur [0,1]?

Exercice 25. CCP MP 2007, Centrale PC 2007.

1. Etudier la convergence simple de la série Zun oll up(z) = exp(—z/n) pour n € N*. On note S la somme de cette série
de fonctions.

2. Montrer que S est continue sur R} et décroissante sur R}.

3. Montrer que mLHPoo S(x)=0.

-z

4. Montrer que S(z) ~ e
T

—+00

+00 —1)"
Exercice 26. Montrer que l'application z — Z L est définie et continue sur C \ {0, -1,-2,... }
n=o nl(n +2)
(_1)n+1
Exercice 27. D’aprés CNC MP 2020. On considére la suite (uy,)n>1 définie sur [0, +oo[ par : u,(z) = ————e™ "%,
n
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1. Montrer que la série de fonctions Z Uy, converge uniformément sur [0, +oo[. On noterra g sa somme.
nx1

2. Justifier que g est continue sur [0, +oo[.
3. Montrer que g est de classe C! sur ]0, +oo[ et donner une expression simple de sa dérivée & I’aide de fonctions usuelles.

4. En admettant que ¢g(0) = 1n(2) donner une expression simple de g 'aide de fonctions usuelles.

(-~

Exercice 28. 1. Etudier les convergences sur |1, +oo[ de la série de fonctions > fn oot fo(z) =

n>0 nw + (_l)n .
In2 1 o < (-1)"
2. On note S sa somme. Montrer que S(x) = 1-— +o0|— ]. Indication : on pourra utiliser Z =-In2.
T—+00 xT x n=1 n
arctan(nx)

Exercice 29. CCP MP 2007. Pour n € N* on définit une fonction w, sur R par u,(z) = . On note S la somme de

2
n
la série de fonctions Zun lorsqu’elle existe. Montrer que S est continue sur R et de classe C! sur R*.

+oo 1
Z :fotdt.

1
Exercice 30. Soit a > 0. Montrer / . Indication : remarquons que
0

1+ze =
) _ =2 r"cos(nz) ., . : P :
Exercice 31. 1. Soit r € ]-1,1[. On pose pour x € R, f(z) = Z ——————=. Vérifier que f est bien définie et continue sur R.
n=1 n

2. Soit « € R. On pose pour r € |-1,1[, g(r) = . Montrer que g est de classe C! sur ]-1,1[, déterminer une

Z r cos(n;v)

expression simple de ¢'(r) et calculer g(r) pour r_e ]-1 1[

s
3. En déduire f ln(l -2rcosx +r ) =-2 Z (f rcos(na:)dm) ainsi que la valeur de l'intégrale.
o n
e "
Exercice 32. TPE MP 2005. Pour n > 2, on définit une fonction f,, sur [0, +oo[ par f,(z) = ] .
nn

1. Montrer que Z fn converge simplement sur [0, +oo[. On notera f la somme de cette série de fonctions.

. Montrer que Z fn converge normalement sur tout intervalle [a,+oo[ oll @ > 0 mais pas sur [0, +oo].

2

3. Montrer que ) f,, converge uniformément sur [0, +oo[.

4. Montrer que f est continue sur [0, +oo[ et de classe C! sur ]0,+oo[. Montrer que f n’est pas dérivable en 0 & droite.
5

. Montrer que pour tout ke N, on a lim z¥f(x)=0.
T—+00

n
Exercice 33. Centrale PSI 2005. Montrer que la fonction f définie par f(x) = Z(—l)"ﬁ est de classe C* sur R.
oo n?+x

—nx

. 1s . . €
Exercice 34. D’aprés CNC MP 2023. On consideére la suite (uy,)n>1 définie sur [0, +oo[ par : u,(z) = T
+n
1. Montrer que la série Y  u, converge normalement sur [0, +oo[.
n>1

2. Montrer que, pour tout a > 0, les séries Z Ny, et Z n?u, convergent normalement sur [a,+oo].

n>1 n>1
+00
Dans la suite, on pose u(z) = . un(z), = >0.
n=1

3. Montrer, en précisant le théoréme utilisé, que la fonction w est continue sur [0, +oo].
4. Montrer de méme que la fonction u admet 0 pour limite en +oo.

5. Montrer que la fonction u est de classe C? sur ]0,+oo[ et donner une expression de sa dérivée seconde sous la forme de

la somme d’une série de fonctions.
—T
e

6. Montrer que Yz >0, v”(z)+u(z) =

—eT’

Exercice 35. D’aprés CCINP MP 2025. On considere la série de fonctions Z gn Ol pour tout x € ]0,+00[, gn(x) = -
n>1 n<+x

1. Etudier la convergence normale de cette série de fonctions sur 0, +ool.

. n+l T n T n T
2. Etablir que, pour n entier non nul, / ——dt < Z 55 < f dt.
1 S ki+z 0

12 + 2 12 + 2
+o00o T
3. En déduire que, pour tout x non nul, — —arctan — < Z gn(z) <=
2 T S 2
+o00
4. Déterminer hm Z gn(x). La série de fonctions Z gn converge-t-elle uniformément sur 0, +oo].
n>1
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