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Dans ce chapitre est sauf indication contraire :

e F.F G et H désignent des R-espaces vectoriels normés de
dimensions finies non nulles.

e ] désigne un intervalle ouvert de R.

e [ désigne un ouvert de E et V désigne un ouvert de F'.
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Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Soit f:UckE— Fetacl.

Définition 1.1 (dérivée selon un vecteur, dérivées partielles).

Soit v € E non nul. On dit que f est dérivable en a selon v si
I'application ¢, : t —> f(a +t.v) est dérivable en 0. Dans ce cas, on
note

Dyf(a) =lim - (f(a+t0) - F(a))
t+0

appelé la dérivée de f en a selon le vecteur v.

Soit € = (e1,...,e,) une base de E. Lorsqu'elle existe, on appelle
j-éme dérivée partielle de f en a dans la base £ la dérivée de f

: , 0
en a selon le vecteur e;. Celle-ci est notée D, f(a) ou 6—f(a).
5
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n
o Pour z = )" zie; € E on peut identifier z — f(x) et la fonction
i=1

de n variables réelles (x1,...,2,) — f(x1,...,2y,). Ainsi

0 d
Djf(z) = %(l’) T at (f(z1,- i1, 8, Tj41, 5 )
J

t=x;
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@ Soit a = (~1,1), v =(1,0) et f:R? — R? définie par

flz,y)=(z+y,z-y).
Pourt+0 :

S(flarto) - f(@) = (ft-1,1) - f(-1,1))
= 2 ((6:6-2) - (0,-2))

Donc D, f(a) = (1,1).
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Dérivées partielles de f : R? —s R définie par f(z,y) = 22y—e**V
dans la base canonique.

le(fl,‘,y) = %(‘r?y)

= lim (f((w y) +ter) - f(2,y))

t¢0

1
_ %11% 2((1. + t)2y — pTty+t —l‘2y + e:c+y)
0
= 2xy — "

De méme Dy f(z,y) = Z—f(x,y) = x2 — eV,
Yy

2025-2026
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Applications différentiables

Définition 1.2 (application différentiable).
On dit que f est différentiable en a s'il existe { € L(E, F') tel que

2”( (a+h) = F(@) = €(1)) ~—— O |

Dans ce cas ¢ est unique et appeleé! la différentielle de f au point
a. On note ¢ =df(a) € L(E,F).

On dit que f est différentiable sur U si f est différentiable en tout
point de U.

You I'application linéaire tangente.
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Matrice jacobienne

Si f:U c R" — R est différentiable en a, on appelle matrice
o Jjacobienne de f en a la matrice de |'application linéaire df(a)

dans les bases canoniques. On la note J¢(a).

Proposition 1.1 (différentiabilité vs DL1).

f est différentiable en a si, et seulement si, f admet! un développement
limité a I'ordre 1 en a :

fla+h)=f(a)+df(a).h+o(|h]) |

Yo(|[h]) = |h].e(h) avec e(h) — OF quand h — Of.
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@ Si f est constante, alors df(a) = 0.
Différentielle de f: M,,(R) — M,,(R) définie par
f(M) = M?. Pour Ae My, (R) :
f(A+H) =(A+H)?
=A2+ AH+HA+ H?
= f(A)+ AH + HA+H?.
- -
¢(H)
D’une part, I'application ¢ est linéaire. D'autre part, en
introduisant une norme sous-multiplicative! sur M,,(R) :

|72 < |HI? = |H] < |H] = o(lH])-

Donc f est différentiable et pour tout H € M, (R) :
df(A).H = AH + HA.

'La norme |.||2 sur My (R) vérifie |AB|2 < |A||2||B|2- (sous-multiplicativité)
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Proposition 1.2 (différentielle vs dérivée selon un vecteur).

Soit £ = (e1,...,e,) une base de E et f différentiable en a.
f est continue en a.
f admet une dérivée en a selon tout vecteur v non nul de E et

Dy f(a)=df(a)v|

En particulier, f admet des dérivée partielles en a. De plus

Vie[[1,n]], g—i(a) =df(a).e;

et

i=1
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Proposition 1.3 (cas linéaire et bilinéaire).
Toute application linéaire f : E —> F' est différentiable sur E et

VaeE, df(a)=f|

Toute application bilinéaire f : E x F' — G est différentiable sur
E x F et

V(a,h) ek, V(bvk) €l df(aab)(hvk) = f(aak) + f(hab) 0

Proposition 1.4 (dérivée vs différentielle).
Soit f:I1cR— F etacl. f est différentiable en a si, et seulement si,
f est dérivable en a. Dans ce cas :

VheR, df(a).h=h.f'(a)|

En particulier | f'(a) = df(a).1|
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Proposition 1.5 (linéarite).

Si f,g:U — F sont différentiables en a, alors pour tout A € R, f+ \g est
différentiable en a et

VheE, d(f+MXg)(a).h=d(f)(a).h+Ad(g)(a).h |

| A

Théoréme 1.1 (composée).

Soit f:U— Fetg:V — G tel que f(U)c V. Si f est différentiable
en a et g différentiable en f(a) alors g o f est différentiable en a et

vhe B, d(go f)(a)-h=(dg(f(a))odf(a))h |
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@ d(f*) = af*7ldf, d(e) = e/ df, d(nf) = % 1(3) -
df

—— etc.
f2

Corollaire 1.1 (dérivée le long d’un arc).

Si~y:I — FE est dérivable ent et f: E — F est différentiable en ~(t),
alors I'application f o~ :1 — F est dérivable en t et

(For) (t) =df(v(£)A'(t) |

En particulier, | (f(z + th))’ =df(xz+th).h|
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Corollaire 1.2 (dérivation de t — f(z1(t),...,zn(t)))-

Soient f : U c R™ — R différentiable sur I'ouvert U et
T1,...,2Zn 1 —> R des fonctions dérivables sur I telles que :

Vtel, (1(t),...,zn(t)) eU.
Alors la fonction

g I — R
t —> f((xl(t),...,wn(t))

est dérivable sur I et pour tout t € I,

/(0= 32el0) £

(l‘l(t), .. ,l’n(t)) .

(2
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Corollaire 1.3 (régle de la cha?ne).

Soient f: U c R* — R différentiable sur I'ouvert U et
T1,...,Zn:V c RP — R des fonctions différentiables sur I'ouvert V telles
que :

V(ti,..otp) eV, (z1(t, . itp)s o an(te,. .. tp)) €U.
Alors I'application

g 174 — R
(t1,eontp) — flzi(t,tp) e zn(te, . )

est différentiable sur V' et pour tout i € [[1,p]],

0g noxy of

—(t1,...,tp) = —(t1,.. ., 1p).— t1,ceostp)yeeey@n(ty, ..., 1 .
(%Z( 1 9 p) k; 6tl ( 1, i p) 6.Z'k(x1( 1, ) P)a , L (1 p))
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@ Si f:(x,y) — f(z,y) est différentiable sur R? alors,
g:t— f(cos(t),sin(t))

est dérivable sur R et on a

g'(t) = —sin(t)%(cos(t), sin(t)) + cos(t)%(cos(t), sin(t)).
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@ Si f:(x,y) — f(z,y) est différentiable sur R? alors,
g:(r,0)— f(r cos(G),rsin(H))

est différentiable sur R? et on a

dg _ of i
2r9) = cos(@)%(T cos(6),rsin(6))

+ sin(ﬁ)%(r cos(0),rsin(6))

%(7‘,9)

-r sin(&)g—i(r cos(0),rsin(0))

+r COS(G)(;—;(T cos(0),rsin(f))
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Proposition 1.6 (fonctions coordonnées).

p
Soit (¢1,...,ep) une base de F. On écrit pour x € U, f(z) =) fi(z)e;.
i=1
Alors | est différentiable en a si, et seulement si, pour tout i € [[1,p]], fi
est différentiable en a. Dans ce cas

VheE, df(a).h= i(dfi(a).h).si .

Proposition 1.7 (composée par application bilinéaire).

Soit B : F'x G — H une application bilinéaire. Si f :U — F et
g:U — G sont différentiables en a alors, I'application B(f,g) est
différentiable en a et

VheE, dB(f,g)(a).h=B(df(a).h,g(a))+ B(f(a),dg(a).k) |
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Proposition 1.8 (composée par application multilinéaire).

Soit m: Fy x ... x Fy, — H une application multilinéaire.
Si, pour tout i € [[1,k]], fi:U — F; est différentiable en a alors,
I'application m( f1,..., fx) est différentiable en a et pour tout h € E,

k
dm(fi1,..., fr)(a).h= 22771(]”1(a)7...,fi,l(oz)7 dfi(a).h, fi+1(a)7...,fk(a)) L

@ Toute application polynomiale est différentiable.
det : M,,(R) — R est différentiable car polynomiale en les
coefficients de la matrice.
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(E,(.].)) désigne un espace euclidien de dimension n € N*. Soit
f:UcE—Retacl.

Théoréeme 1.2 (vecteur gradient).

Si f est différentiable en a alors il existe un unique vecteur de E noté
Vf(a), appelé gradient de f en a vérifiant

VheE, df(a).h=(Vf(a)|h) |

De plus, si (61, .. .,en) est une b.o.n de E, alors
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o Si f est une fonction de p variables réelles alors

v f(a) - j—i(a),...,j—;(a)
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Fonctions de classe C!

Soit f:UcE— FetacU.

Définition 2.1 (fonction de classe Cl).

On dit que f est de classe C' sur U si elle est différentiable sur U et! si
I'application df : a — df(a) est continue sur U.

Les fonctions de classe C! sont continues car différentiables.

Théoréme 2.1 (théoréme fondamental).

On a équivalence entre :
f est de classe C L surU;

les dérivées partielles de f dans une base' de E existent en tout point
de U et sont continues sur U.

!La notion ne dépend pas du choix de la base utilisée.
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Proposition 2.1 (formule dintégration).

Soit v € C1(I,U) et f de classe C sur U.

W B e 12, [ ap((0) 4 1at = FG3) - (20|

Si U est convexe alors

V(a,b) € U2, j:df(a+t(b—a)).(b—a)dt:f(b)—f(a) .

Proposition 2.2 (caractérisation des applications constantes).

Soit U un ouvert connexe par arcs et f de classe C* sur U.

f est constante sur U si, et seulement si, pour x € U, df(z)=0.
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Dérivées partielles successives

Soit ke Net B= (61,...,€n) une base de F.

Définition 2.2 (dérivées partielles d’ordre supérieur).

La fonction f est appelée dérivée partielle d’ordre O de f.

Sous réserve d’existence, on appelle dérivées partielles d’ordre k + 1
de f les dérivées partielles des dérivées partielles d’ordre k de f.
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Notations :

Si lI'on note x4, ..., T, les coordonnées de x dans BB, on note

ﬁ_i(a( (ﬁ) ))
Pour tout (al,...,ap)e(N*)p avec v =g +...+ay et
(i1,...,1p) € [[1,n]]P, on note

o f poLed! 002 oo f

Qa1 A, ap — ai az | " Qp
G:Uil 633i2 ...(9xip 6;172.1 8a:i2 &”L‘ip

et lorsqu'elle existe, |'application
o“f

(e%1 a9 07

0z; ! 0z ...6352.;’

est appelée dérivée partielle d’ordre o de f.

U — F
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Définition 23 (fonction de classe Ck).

On dit que f est de classe C* sur U si' ses dérivées partielles d’ordre
k existent et sont continues sur U. On note C*(U, F') I'ensemble des
applications de classe C* de U dans F.

On dit que f est de classe C*° sur U si f est de classe C* sur U pour
tout k € N. On note C*(U, F') I'ensemble des applications de classe
C* de U dans F.

!Les fonctions de classe C° correspondent aux fonctions continues.

M. BINYZE (https://supspé.com) Calcul différentiel et optimisation 2025-2026


https://supsp%C3%A9.com

Proposition 2.3 (propriétés).

L'ensemble C*(U, F) est un sous-espace vectoriel de C(U, F).
Si F est une R-algébre alors C¥(U, F) est de plus une R-algébre.
La composition d’applications de classe C* est de classe C*.

Une application est de classe C* si, et seulement si, ses fonctions
coordonnées le sont.

| A

Théoréeme 2.2 (théoreme de Schwartz).

2 2
Si f est de classe C* sur U alors' | V(i,7) € [[1,n])?, G ) ,
a$ia$]’ 83:]8931

'Lorsque f est de classe C*, k> 2, I'ordre de dérivation n'importe pas dans
le calcul d'une dérivée partielle d'ordre k.
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Vecteurs tangents a une partie

A désigne une partie de E.

Définition 3.1 (vecteur tangent a une partie).

Un vecteur v € E' est dit tangent a A en a € A s'il existe € > 0 et
v :]-¢,e[ — A dérivable en 0 tel que v(0) = a et 4'(0) = v. On note
T, A I'ensemble des vecteurs tangents a A en a.

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R dérivable en
@ to € I. Notons A = {(t,f(t)), te I} le graphe de f. Le vecteur
v= (1,f’(t0)) est tangent a A en a = (o, f(t0)). En effet :
® 3e>0,Vte]-e,e[, t+tgel. (car I est un intervalle
ouvert)
* Soit y:te]-e,e[ —> (t+to, f(t+ty)) € A On ay est
dérivable en 0 et vérifie : v(0) =a et 7/(0) = v.
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@ Soit A={(z,y) €R?, 22+4y? =4}, a=(2,0) et v=(0,1).
* Soit v: |-1,1[ — A définie par v(t) = (2\/ 1- t2,t).

® ~ est dérivable en 0 et v(0) = a, 4'(0) = v, donc v est un
vecteur tangent a A en a.

a + Vect(v)

N
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Définition 3.2 (surface).

On appelle surface représentative de f: U c R> — R I'ensemble

Sy E{(2,y,2) €R?, 2= f(wy)} |

v

Théoréeme 3.1 (plan tangent a une surface).

Soit f: U c R? — R différentiable en (xo,yo) € U. La surface Sy admet
au point (x, Y0, 20) avec zp = f(xo,yo) un plan affine tangent d’équation :

z= (v~ HTO)g—i(ﬂ?o,yo) +(y - yo)g—i(xoayo) + f(xo,y0) |
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@ Soit la surface d'équation z = re Y et (zo,90) = (—4,0).

On pose f(z,y) = ze @Y f est différentiable en (z¢,yp) et

0 0
a—i(ﬂﬁo,yo) = 6_£(x0’y0) =0

1

L'équation du plan tangent a Sy en (xo, Yo, 20) est z = —
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Définition 3.3 (ligne de niveau).

Soit f:UcE —RetceR.

L'ensemble A = {;1: eU, f(x)-= c} est appelé la ligne de niveau c de
f-

Si dim E = 3 (resp. dim E = 2), A est appelé |la surface de niveau
(resp. la courbe de niveau) c de f.
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Figure: Tracé de f(x,y) = zy ey’
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Théoreme 3.2.
Soit f:U c E — R de classe C' et A une ligne de niveau de f. Sia e A

tel que df(a) # 0, alors

T, A =ker(df(a)) |

Pl‘OpOSitiOI’I 3.1 (gradient vs vecteurs tangents).

Soit (E,(.|.)) un espace euclidien et A une ligne de niveau de f. Si f est
différentiable en a € A, alors

VoeT,A, (v|Vf(a))=0]

M. BINYZE (https://supspé.com) Calcul différentiel et optimisation 2025-2026


https://supsp%C3%A9.com

@ Optimisation

tiel et optimisation 2025-20:


https://supsp%C3%A9.com

Etude au premier ordre

Dans ce paragraphe, les applications considérées sont définies sur |'ouvert
U de E a valeurs réelles (numériques).

Définition 41 (minimum, maximum).

Soit A une partie de F.

On dit que f: A— R admet un minimum global (ou absolu)
(resp. maximum global) en a € A si

VeeA, f(x)2f(a) (resp. f(z)< [(a))

On dit que f: A — R admet un minimum local (resp. maximum
local) en a € A si

Ir>0,Vr e AnB(a,r), f(x)=f(a) (resp. f(z)< f(a))

On dit que f: A —> R admet un extremum local (resp. extremum
global) en a € A si f admet un maximum ou un minimum local
(resp. un maximum ou un minimum global) en a.
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Définition 4.2 (point critique).

On dit que f: U — R admet un point critique' en a €U si f est
différentiable en a et df(a) = 0.

'On rappel ici que U est un ouvert.

Proposition 4.1 (caractérisation des points critiques).
Si f: U — R est différentiable en a € U alors

a point critique de f <= Vie[[1,n]], s—f(a) =0
X
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Proposition 4.2 (points critiques vs extremums).

Si f: U — R est différentiable en a € U et admet un extremum local en a
alors' f admet un point critique en a.

!La réciproque est fausse.
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@ Extremums de f : R? — R définie par f(x,y) = 2% +y? -2y + 1.

e f est différentiable sur I'ouvert R? car polynomiale.

® Points critiques de f :
0 0
V@)= L@y =0 = @n)=0.0
ox oy

donc (0,0) est le seul point critique de f.
e Etude du signe de la différence f(z,y) - f(0,0) : on a

2
f(z,y) - £(0,0) =2 +y? —zy = (:r—g) +Zy220-

Donc f admet un minimum global en (0,0).
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Tracé de z = f(z,y)
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Proposition 4.3.

Soit A une partie de U et f:U — R différentiable en a € A.
Si la restriction de f a4 A admet un extremum local en a alors

VveT,A, df(a)v=0]|

Théoréme 4.1 (optimisation sous une contrainte).

Soit f,g:U — R deux applications de classe C' sur I'ouvert U. Si la
restriction de f a A= {x elU, g(x)= 0} admet un extremum local en
a € A tel que dg(a) # 0 alors

df(a) est colinéaire a dg(a) |.
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Cas ou E est euclidien

Lorsque E est un espace euclidien alors le résultat du théoreme
précédent s'écrit

IAeR, Vf(a)=AVg(a)|

@ Extréma de f(x,y) = 2y sur A= {(:Jc,y) eR? 2442 = 1}.

e A est compact car fermé borné de R? donc les extréma de
f existent.

e Cherchons d'abord les points critiques de f. Si a = (z,y)
est un point critique de f alors
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Y 2\x

2\ — (:I: 1 + 1 )
3 Y a=|+—,+—).
a:2+y2 =1 \/i \/§

Il'y a donc 4 points critiques. Or

CENCTE

et
CERCEE
-1

. 1 .
Le maximum de f est 5 et son minimum est 5
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Etude au second ordre

Définition 43 (matrice hessienne).

Soit f: U c R"® — R de classe C2 sur U. On appelle matrice hessienne
de f en a, la matrice notée H(a) définie par' :

o2 f
(a)) |
ﬁxzﬁxj 1<i,j<n

Hy(a) =(

!D’aprés le théoréme de Schwartz, Hy(a) € Sp(R).
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Théoréme 4.2 (développement de Taylor a I'ordre 2).
Soit f:UcR™ — R de classe C? et a € U.

fla+h) = f(a)+(Vf(a)|h)+ (Hf(a)hlh)+ o, (I1[?)

F@)+ VF (@) how ShTHy(a)hv o (14]P)
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Théoréme 43 (matrice hessienne vs extremums).
Soit f:U cR™ — R de classe C? et a € U.

Si f admet un minimum (resp. maximum) local en a alors
Sp (Hf(a)) c Ry (resp. Sp (Hf(a)) cR_).

Supposons f admet un point critique en a € U.

Si Sp (Hy(a)) c R (resp. Sp (Hy(a)) c R*) alors f admet un
minimum (resp. maximum) local strict' en a.
Si Sp (Hf(a)) c R nR* alors f n'admet pas d'extremum local en a.

Yminimum (resp. maximum) local strict en
a:3r>0,VxeUnB(a,r){a}, f(z)> f(a) (resp. f(z) < f(a)).
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Corollaire 4.1 (cas de la dimension 2).

Soit f:U c R? — R de classe C? et a un point critique de f.
Si
det(Hf(a)) >0 et Tr(Hy(a))>0
alors f admet un minimum local strict en a.
Si
det(Hf(a)) >0 et Tr(Hy(a)) <0

alors f admet un maximum local strict en a.

Si det(Hf(a)) <0 alors f n'admet pas d'extremum en a.
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|
’

Théoreme 4.4 (extremums en dimension 2)
Soit f: U cR?2 — R de classe C? et a un point critique de f. On note
> f

P
T o=t =,

(notation de Mange en dimension 2)
Sirt—s%>0 etr>0 alors f admet un minimum local en a.

Sirt—s®>0 etr<0 alors f admet un maximum local en a.

Sirt—s? <0 alors f n'a pas d'extremum en a. (on dit que a est un
point-col ou point-selle)

Sirt—s%2=0, on ne peut pas conclure.
v

2025-2026

M. BINYZE (https://supspé.com) Calcul différentiel et optimisation


https://supsp%C3%A9.com

@ Extremums de f : R? — R définie par f(z,y) = 22 +y> - 2zy—y.

e f est différentiable sur I'ouvert R? car polynomiale.
® Points critiques de f :

(.’L‘,y) :(171)
N o
a_x(xvy)_ ay(xay)_o

e (31

1 1
donc (1,1) et (—g,—g) sont les seuls points critiques de f.

* Au point (1,1), r=2, s= -2 et t=6 donc rt —s? >0 et
r >0, donc f admet un minimum local en (1,1).
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1 1
@ ® Au point (—g,—g), r=2,s=-2ett=-2donc

1 1
rt —s? <0 donc (—g,—g) est un point selle de f.

Tracé de z = f(x,y)
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