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TD N°©12

Calcul différentiel et optimisation (correction)

Différentiabilité et classe d’une fonction

Corrigé de I'exercice 1. 1. Par théorémes généraux, f est continue sur R? \ {(0,0)}. En passant en coordonnées polaires,

x =rcosf, y=rsiné, on obtient
|f(rcos@,rsind)|=r|cos®d —sin® 6| < 2r.

Donc |f(z,y)| < 2y/x% + y2 ———— 0= £(0,0), ce qui montre la continuité de f en (0,0).

(=,9)—(0,0)
2. Par théorémes généraux, f est de classe C sur R? \ {(O, 0)} et on a
of ) 322 (2% +y?) - 2x(2® —93) 2t + 32%y? + 229
_— {L" = =
oz Y (22 +12)2 (22 + y2)?

y* + 322y? + 2ya®
(22 +42)2

On remarque que f(y,x) =-f(z,y) pour tout (z,y) # (0,0) et donc gi(:ﬂ,y) = —%(ym) =
f(CE,O) B f(ovo)
x

—_—
=1

3. Par définition, g(0,0) = HII(I) = 1. Puisque f(y,z) = —f(x,y) pour tout (z,y) # (0,0), on a de méme
r T

of .
oy 00 =-1.

0 af (11 3 0
4. La fonction (z,y) — —f(x,y) n’est pas continue en (0,0) car or (7, 7) = — ne tend pas vers —f(0,0) =1 lorsque
ox oxr \n' n 2 ox

n — +o0. Donc f n’est pas de classe C! sur R

5. Supposons [ différentiable au point (0,0). Alors f admet un développement limité & l’ordre 1 en (0,0) :

3] 3]
Faw) = £0.0) 222 0,0) + 42 (0.0) + o |2 )).
ox dy
3_,3 2 2
Mais A(z,y) = f(z,y) - £(0,0) - xg(0,0) - y%(0,0) i Y= Y2 ~2Y By passant en coordonnées polaires,
Ox Oy x? +y? x? +y?

A(rcosf,rsinf)  sin(20)

on obtient (cosf —sinf). Cette expression est indépendante de r, et n’est pas nulle, donc ne

r
tend pas vers 0 quand r tend vers 0. Il en résulte que f n’est pas différentiable en (0, 0).

Corrigé de I'exercice 2. 1. f est bien définie sur R? puisque z* - 222y + 3y% = (22 - y)? + 2y? ne s’annule qu’en (0,0). La

restriction de f aux droites z =0 et y = 0 est la fonction nulle (et est donc continue). La restriction de f & la droite y = mz
mx

avec m # 0, est, pour z € R*) f(x,mx) = 0 = £(0,0). D’ott la restriction de f & toute droite passant
74 - 2mx + 3m? 2-0

par 'origine est continue.

11

1
2. Onaf (7, —2) =3 ne tend pas vers f(0,0) = 0 lorsque n - +o0. Donc f n’est pas continue a l'origine.
n

Corrigé de I'exercice 3.
1. Par théorémes généraux, f est continue sur R? {(0,0)}. Mais

1 1 1
f(ﬁ’ﬁ) = 5 me tend pas vers f(0,0) = 0 lorsque n — +oo. Donc f Tracé de 2 = f(z,y)
n’est pas continue en (0,0).

2. Soit v = (v1,v2) e R*~ {(0,0)} et t#0. On a

F((0.0) + t0) = £(0,0) _ f(tvn. tvy)

t t
2
(% .
u1v§ 2 siv #0
= v
2, 42,4 1
v +t4vs -0 .
1 2 0 sinon

Ainsi, f admet des dérivées dans toutes les directions en (0,0) et
2
2

D(Ul,Uz)f(()?O) = U1

0 sinon

sivy #0
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Corrigé de I'exercice 4.
1. Par théorémes généraux, f est continue sur R? \ {(O, O)}
Pour (z,y) e R*\ {(0,0)}, on a

|f(z,9)] < o] < /22 + 32,

donc (z,yl)lféo,o)f(x’y) =0=f(0,0) et f est continue en (0,0). Tracé de z = f(z,y)

2. Soit v = (v1,v2) e R*\{(0,0)} et t#0. On a
FU0.0) % t0) - £(0,0) _ f(tonstv) _ o

t t T2 40l
donc
f((O 0) +tv) - f(0,0) _ v?
D, f(0,0 = .
of(0.0) = : O
3. Si f est différentiable en (0, 0) alors
D, f(0, 0)—1)1 (O 0) + (0,0):1)1.

Mais

of of

%(0,0) =D(1,0)f(0,0) =1 et 87(0 0) = D(0,1)f(0,0) = 0.
Par suite, D, f(0,0) =v; ce qui contredit (*).
D’ou f n’est pas différentiable en (0,0).
Corrigé de I'exercice 5. o Par théorémes généraux, f est de classe C* sur R? \ {(:10,0)7 T € R} et donc différentiable. Soit

zeR, on a

t(1 t
O, g) - g LED LN SO0y Jat0)
t t—0 t
et
t(0,1)) -
(:v 0) = liy L&D+ HOD) = FO.0) _y, f(x b 1imtsin(f) - 0.
t—>0 t t—0 t—0 t
. o . of of . . 2
Ainsi, les dérivées partielles a—(m,()) et a—( ,0) existent et valant 0. Mais, pour (z,y) € R® avec y # 0,
€z Y

O oy =2ysin (%) - z ﬁ( L)__
a(ac,y)—2ysm(y) xcos(y) et 9y 1’27rn =-1

0 1 0 0
donc la suite (—f (1 —)) ne converge pas vers —f(l,O) = 0. Ainsi, a—f n’est pas continue sur R? et f n’est
n>1 Y

Oy \"’ 2mn Oy

donc pas de classe C' sur R2. )

o Puisque les dérivées partielles de f en (a,0), a € R sont nulles, la différentielle de f est nulle. Il faut donc montrer

ue f(z, = ol |(x, .
aue fzy) = o(|(.0)]2)

Si a #0, alors |f(z,y)| = |/ (z,y)

Y sm( )‘ < |yl ————— 0 done
Yy (z.9)~(a,0) Iz, y)|2 (2.9)~(a,0)

Si a =0, alors

2 Sin(f)’
el TN el 1 s
@l a2+y? a2y 2 (2,5)~(0,0)

car [sint| < |t| pour tout ¢ € R qui vient du fait que sin est 1-lipschitzienne. Donc f est différentiable en (a,0), a € R,

de différentielle nulle. Finalement, f est différentiable en sur R2.

Corrigé de I'exercice 6. 1. Par théorémes généraux, f est continue sur R? \ {(0,0)}. Posons x = rcosf et y = rsinf, donc

[

r

2
|f(rcos@,rsind)| = 7nz|cos(49)| < T

Donc |f(z,y)| < ~ (x +y?) ﬁ) = £(0,0) et f est continue en (0,0). D’ou f est continue sur R2.
4)—(0,0

2. Les dérivées partielles de f sur R? \ {(O, O)} existent et sont continue. De plus
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af =yt + 42 ) z(zt - y* + 422y?)
9 (2 )zy( ($2y+y2)2y (x y) = ($2y+y2)2y .

) d
3. En (0,0), on a %(f(t,o)—f(o,o)) —0 et %(f(o,t) - £(0,0)) — 0 donc a—i(o,o) = 8—5(0,0) = 0.

20 t+0
4. Ona:
of . . .
a—(r cosf,rsin@)| = r|sin O(cos(20) + 2sin(20))| < 3r
x
of . .
‘a—(r cosf,rsin 9)‘ = r|cos §(cos(26) + 2sin(20))]| < 3r.
Y
Donc g(x y)| <322 +y? —— 0 —(0 0) e ‘ (z,y)| <3\ /a2 +y2 ———— 0= 6—(0,0). Donc les dérivées
Oox (z,9)—(0,0) (z,9)—(0,0)

partielles de f sont continues en (0,0) et f est de classe C1 sur R2.

Tracé de z = f(z,y)

5. Par théorémes généraux, les dérivées partielles d’ordre 2 de f existent dans R? \ {(O, 0)} De plus

82 82

5-(0.0) =lim (g‘;(t,o) - 25(0,0)) -1,

1 of of . OPf . 1gof ~ B
axQ(O’O)‘g&t(a (£,0) - x(o,o))_o, ayQ(o,o)_%t(ay(o,t) (00))_

Donc les dérivées partielles d’ordre 2 de f existent dans R2.
o’ f
Oyozx

0% f
0xdy

6. D’apres le théoréme de Schwartz, f n’est pas de classe C? sur R? car

(0,0) #

(0,0).

5-(0.0) =lim (%(O,t) - %(0,0)) -

Corrigé de I'exercice 7. Soit ¢ € R non nul, on a :

1 1
;(f(In +t.E; ;) - f(1,)) = ;(nln +tTr (B j)l, -1, = 2tE; j — °E} ;- nl, +1,)

= _tEi%j — 2Ei,j + 5i,jIn E) _2Ei,j + 51'7]‘1”.

Donc D, f(a) = -2E; ; + §; ;1.

Corrigé de I'exercice 8.

D f(M) =

/L)

(M)—hm ( (M+tE’Lj) f(M))
0

1
= lim = (Tr (MM +tM" By j +tE] ;M + t*E]E; ;) - Tr (MTM))
t+0

=lim (Tr (M7 By ) + Tr (B ;M) + tTr (B[ ;E; ;) = 2T (M E; ;).
t+0

Corrigé de I'exercice 9. Soit H € M,, 1(R). On a

fA(X+H)=(X+H)"AX+H)=X"AX+X"AH+H " AX + H'AH = f4(X)+ X"AH + H'AX + HT AH.

L’application H — XTAH + H" AX est linéaire. De plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
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[HTAH| = |(H | AH)| < |H||2| AH > < | All2| H 3

donc HTAH = o(||H|2). Ainsi, f est différentiable sur M,, 1 (R) et dfa(X).H = X"AH + HTAX.

Corrigé de I'exercice 10. 1. Soit H € M,,(R), on a

A (00)-H =i+ (il + ) = fi(1)

t#0
(& (kY.
20t \is
L& - S ol gy
= lim ~ Z(k) "H'| =lim (k)HJth“lH‘ =kH.
2yt i\ 20\ i=2
t+0 t=0

2. L’application Tr est linéaire, donc par composition
d(Tr o f)(I1n).H = (Tr odfe(L,)).H = Tr (dfe(L,).H) = Tr (kH) = kTr (H).

3. Récurrence sur k € N*.
Initialisation : Pour k=1, Ona M + H =M + MOHM' 91 +0.
k-1 ,
Hérédité : Soit k € N*. Supposons (M + H)* = MF+ > MHM* 1+ O (|H|?). On a
- i=0

(M +H)*' = (M + H)(M + H)*

k-1 k-1
oM (M’“ + > M HM" 4+ 0 (|H|2)) +H (M’“ + > M HM* 1+ 0 (|H|2))
- i=0 i=0

k-1 k-1
_ k+1 i+1 k—i—-1 k 7 k—i—-1 2
S M 203 MY HMR Y HAME + ;:Oj HM'HM*"' 20 (|H|?)

= M4 ;MHM’H + %j) HM'HM*"'+ 0 (|H|?)

k-1 . )
Z HMZHMk‘fzfl
=0

k-1 ) i
<Y |Epri MR
=0
1= i k—i-1
< 2 IHNIMH| M
=0

k_l B .
s(Z|Mwuw“%w)un2:ouHP»
=0

k . .
Donc (M + H)** = M*1 + S M HM* + O (| H|?).
=0

k-1 ‘
Conclusion : Par le principe de récurrence, Yk € N*, (M + H)* o MF+ MHM" 140 (1H|?).

i=0
k-1 ) k=1 .
4. On a, fi,(M + H) o Su(M) + 3" MPHM O (|H|?) et application H +— M HM" ! est linéaire, donc
- i=0 i=0

k-1
dfpe(M).H = Z M'HM"* 1. De plus, par composition,
i=0

k-1 k-1 k-1
d(Tr o fx)(M).H = Tr (Z MiHMk“) =S T (M HM ) = S T (HMY ') = kT (HMF1).
=0 =0 =0

Corrigé de I'exercice 11. Supposons ¢ est différentiable en 0. Alors f admet une dérivée en 0 suivant tout vecteur v non nul

de E. Soit v un vecteur non nul de E et t € R*, alors

p0+10)=p(0) _[to] _[Hlel [ Il s t>0
t t t ~v] s t<0

©(0 +tv) - p(0)

o PO+tv) - ©(0)
- t

t —
#(0+1tv) - ¢(0) = o] # —Jv] = tlio

n’admet pas une dérivée partielle en 0 selon v, ce qui est absurde.

donc lim n’existe pas. Ainsi, f

t—

, donc la limite PH&
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Corrigé de I'exercice 12. 1. L’application (produit scalaire) ¢; : FE? — R est différentiable sur E? car bili-
(z,y) — (z]y)
néaire et Papplication ¢, : E — E? est différentiable sur E car linéaire, donc par composition, ¢ = @1 o o est

z — (z,x)
différentiable sur F et pour tout (z,h) € E?,

dp(z).h =d(p10p2)(z).h = (d%(sﬁz(x)) °© d@z(ﬂf))(h)
= (dg1(z,2) 0 p2)(h)
= dy1 (z,2).(p2(h))
=dpi(z,z).(h,h) = p1(z,h) + p1(h,x) =2(x | h).

2. L’application ¢; : R — R, est dérivable sur R}, donc par composition, ¢ = 1 o ¢ est différentiable sur £\ {0}

t — \/E

et pour tout h € F,

dyp(x).h = d(p1 0 @) ().h = (de1(@(x)) o dp(x))(h)

= dep1(¢(x)).(de(x).h)
_de(@)h_@lh)

o(x) - I |

Corrigé de I'exercice 13. L’application ¢ : R? — R? est de classe C¥ car linéaire, donc par composition, g = foyp

(z,y) — (y,7)
est de classe C¥. En dérivant cette composition selon la régle de la chaine :

99 _ oy of 9z Of _of
aI(ﬂc,y)— % B Y, T) + oz oy —(y,z) = ay(yw)
99 _ 9y of Oz Of _of
ay(x,y)— 9y 8%(y,x)+ 9y 8y(y,ﬂc)— ax(yw)-
= =
Et
a2g 9 ag _ oy 0 L On &f 2
iﬁ’ eyl
82g 0 g oy 0*f or O°f %
87y2($7y) 8787( Y) = 37/ 922 Y, )+ @ 8y8x(y’x)_@(y’x)
9 ()= 009y B Oy 08 OF (o O ()
azdy Y "oz oy T 0r 02T Bx ayar Y T by a
—— ——
=0 =1
0 g oy O*f Ox 0°f L O*f
ayax( )= 5,0 = 3y, aeay T By 952 V) T Gagy )
—— ——
=1 =0

Corrigé de I'exercice 14. 1. Soit H € M,,(R) de sorte que I,, + H € GL,,(R). Ceci est possible puisque GL, (R) est un ouvert
et I, e GL,(R). En effet :

Ir>0, VAe M, (R), |I,-All<r = AeGL,(R).
Donc il suffit de prendre |H| < r pour que I,, + H € GL,(R). L’identité (I,, + H)(I,, - H) =1,, — H? donne :

I,-H=(,+H) 1, - H?) = (I, + H)™ = (I, + H) " H?
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donc f(I,+H) =0, +H) =1, -H+(I,+H)H?= f(1,)+(-H) + (I, + H)"'H?. L’application H — —H est linéaire et la
matrice (I, + H)™! est un polynome en (I, + H) donc continue en H, par suite, si ||.| désigne une norme sous-multiplicative
sur M, (R), alors

[(L, + H)'H?| < |(1, + H) ™ H| x| H| avec Jim e(H)=0.
——— —Un
e(H)
Donc (I,, + H) ' H? 0o o(|H|). Finalement, f est différentiable en I, et df(L,).H = —H.

2. Soit M e GL,(R) et H € M, (R) de sorte que M + H € GL,(R). On a

(M+H)_1 _ (M(In +M‘1H))_1 _ (In +M‘1H)_1 M1

o (L-M""H+o(|H|)) M

= M '-MT'HM " +o(|H|).
H-O,

Donc f(M +H) = F(M) + (-M*HM™) + o(|H|). L’application H —> M "HM™" est linéaire en H donc f est
différentiable en M et df(M).H =-M*HM™.

Corrigé de I'exercice 15. On a g est de classe C? sur RY xR et

(r 0) —cos@—(x y) +sm0 (x Y), @(7’,9) = —rsinﬂg(x,y) +rcos€g(x,y)
o6 Or oy
2 2 2 2
%( ,0) = cos? 9%(:@3/) + sinQGng(x,y) + 2cos€sin088x8fy (z,y)
d*g 0? o 0 f
502 (r, 9)——7'—(7' 0) +r2sin (‘)a 5 (2, y) + 72 cos 9 (x y) - 2r2 cos@sm&a ay(x,y)
Donc
d%g 10 1ag >*f *f . 19g
w(r,9)+—28—( ,0) + (r 6) = cos® 08 5 (2, y) + sin? 98 2(x,y)+2005981n9 ( z,y )—f—( ,0)
2]0 a
+ sin? 98 (x,y) + cos? 9 (x y) - 2cos€sm6‘ ( y)+f—(r 0)
2

2
= (0052 6 + sin® 0) 4

. 0
@(ac, y) + (cos2 6 + sin? 9) a—yz(x, Y)

_of
T 022

vy s f L (,9) = A f(ay).

Corrigé de I'exercice 16.
1. Ona U= g’l(]—oo, 1[) ol g est la fonction continue définie sur R? par

g(z,y) = zy. Donc U est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert Y
par une application continue.

2. Pour tout a € U, [0,a] c U donc U est étoilé (par rapport & 0) et par U

suite U est connexe par arcs.

3. f est de classe C* comme somme et composée d’applications qui le sont.

De plus, T

0 0
V(z.y) e, f(w)za—g(x,y):o

o
4. Les dérivées partielles de f sont nulles sur 'ouvert connexe par arcs U
donc f est constante sur U. Or f(0,0) = 0 donc f est nulle sur U. D’ou

T+
pour tout (x,y) € R? tel que zy < 1, arctanz+arctany = arctan ( 1 y )
-y

n al2
Corrigé de I'exercice 17. 1. Posons f(x1,...,2,) = (Z xf) . Pour (x1,...,2,,t) e R" xR% on a
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n af2 n al2
f(txl,...,txn):(Zth?) :to‘(Zx?) =t*f(x1,...,2p)
i=1 i=1

donc fonction f est a-homogene.

2. Ona f(0)=f(0,...,0) = f(tx0,...,tx0) =t*f(0,...,0). Pour ¢ = 1, on obtient, f(0) = 0. D’autre part, en dérivant par
rapport a x;, 1 <i <n les deux membres de la définition a-homogene, on obtient :

of _aOf
taxi(ta:l,...,txn) =t 3

(z1,...,@y)

K2

0 0 0
donc —f(t:rl, cootey) = ta’l—f(xl, oy xy). I vient que / est (o - 1)-homogene.
8:}51» 83% 8l‘i
3. a. Soit t > 0 fixé. La fonction g est de classe C! sur R" comme somme et composée de fonctions qui le sont et, pour
1<i<n,ona
9g of of
T1,...,Tp) =1 txy,...,to,) —t¢ T1,...,T
0 0
=t —f(txl,...,txn) —ot / (1,...,2,) | =0.
al‘i 8%‘1
=0
Donc dg(z1,...,z,) = 0 pour tout (z1,...,2,) € R”. Puisque R™ est connexe par arcs, alors g est constante sur R™.

b. On a g(0) =0 donc g est la fonction nulle. Par suite, f(tx1,...,tx,) =t*f(z1,...,2,) i-e f est a-homogene.

4. a. En dérivant par rapport a t les deux membres de la définition a-homogene, selon la regle de la chaine, on obtient :

af

5 (tzy,... tey) = at® L f (2, ..., 2p).
n

1=——(tT1,...,txp) + ...+ Ty
8331

En prenant ¢ = 1, f satisfait bien 'EDP (&).

b. Par la régle de la chaine, on a pour tout ¢ > 0,

0 0
—f(txl,...,txn) +...+mn—f(tx1,...,txn) —at  f(xy,. . 1)
1 n

19 oz
(aslg—f(tgch...,tncn)Jr...+gcnﬁ

1
t T1 oz,

1 e o
;ozf(txl,...,tzn)—at 1f(x1,...,zn):?g(t).

g'(t)

(txy,... ,t:cn)) —at (2, )

o
Donc g est solution de I’équation différentielle linéaire homogeéne du premier ordre 3’ = ?y Ainsi, g est de la forme

g(t) = Xe*!mt = \t® avec A e R. Comme g(1) =0, on a A =0 et g est la fonction nulle. Par suite
V(21 &y, t) eR?" xRY, f(txy,... txn) =t f(z1,...,20).

D’ou f est a-homogene.

a Optimisation

Corrigé de I'exercice 18. On a f(z,y) = zy < 1 pour tout (z,y) € [0,1]° avec égalité en (z,y) = (1,1) donc f admet un
maximum global en (1,1) mais 8—(1, 1) #0.

T
Une proposition du cours nous dit que (1,1) est un point critique de f mais ceci est vrai uniquement lorsque (1,1) est un

point intérieur & [0, 1]2 ou lorsque I’ensemble dans lequel en travail est un ouvert.

Corrigé de I'exercice 19.
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« f est différentiable sur 'ouvert R?. Tracé de z = f(z,y)

o Points critiques de f :

L) =T -0 = @n-00

donc (0,0) est le seul point critique de f.
+ Etude du signe de la différence f(z,y) - £(0,0) : on a
1 -1 -1 1
f(O,—)=—<O et f(O,—)=—>O
n n n n
donc f(x,y) - £(0,0) n’est pas de signe constant.

On peut conclure que f n’a pas d’extremum local en (0,0) et donc pas

d’extremums du tout.

Corrigé de I'exercice 20.

1. f est différentiable sur 'ouvert R? car polynomiale et
of of
>-(@,y) = == (z,y) =0 = (x,9) = (0,0)
oz dy
donc (0,0) est le seul point critique de f.
-1 1 1 -1 -
2. Onaf(—,—)=%>0 et f(—,—)=—3<07
n'n) n n’ n

n3 w
donc f(x,y) - f(0,0) n’est pas de signe constant.
On peut conclure que f n’a pas d’extremum local en (0,0) et donc pas

d’extremums du tout.

Corrigé de I'exercice 21.
« f est différentiable sur I'ouvert R? car polynomiale et

of of (—1 1)

' =L =0 — =[—= ).

50 (5 Y) ay(x,y) (@,9) =535
donc (%17 %) est le seul point critique de f.

1 1
. Posonsu=x+§ etvzy—é.Ona

s = 1)2+( +1)2+ S N e
z,y)=[u-= v+ = U-—=—-v-—=+-= . SR
2 2 222 S——
=u?+ 07
-11 2, ,2 2, ,2 .
Donc f(z,y) - f Sy u Y -0=wu”+v*>0. Par suite, f admet un
-1
minimum global en (—,—).
22

Corrigé de I'exercice 22. 1. Z est la boule fermé de centre 0 et de rayon /2 pour la norme ||.|o donc 2 est un compact de

R?. Comme f est continue (car polynomiale) sur 2 alors f admet un minimum et un maximum sur Z.

2. f est de classe C? sur 2, et

——
w
+
ASEINS
w
Il
o

—  (2,9) €{(0,0),(-v2,v2), (V2 ~V2)}.

Mais (—v/2,v/2) et (v/2,-v/2) ne sont pas dans Z;. Donc f posséde un seul point critique (0,0) sur 2.
3. Posons g(z,y) = 22 +y? - 2 de sorte que € = {(ac,y) eR? g(x,y) = 0}. On a g est de classe C* sur R? et
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Vg(z,y) = (2z,2y) # (0,0) sur €.
Ainsi, si (x,y) est un point critique de f sous la contrainte € alors il existe A € R tel que

2> +y* =2 et Vf(z,y)=AVg(z,y).

On a:
2,2 - 9 2 402 - 9
vev = e iy - e e | iy - A
r° —4(x — = z z° - -4(x - = T -
Vi(z,y) = Avg(z,y) 3 v Ly—(La-Ls)/2 5 ’ Y Y
4y +4(x-y) = 2\y 2y° +2(z - y) = .

e Six =y, alors la premiére équation donne z? = 1 soit (z,y) = (1,1) ou (-1,-1). Dans les deux cas, les trois équations

sont vérifiées avec \ = 2.

« Six #y, alors la seconde équation devient, 2(z% + %2 +2y) —4 = X. Donc 2(2+xy) —4 = A, soit A = 2zy. En remplacant

dans la troisieme équation, on a

203 + 20 - 2y = 2z = 2 (y-2)=2(y-=x)

<~ y2 =1
Ty

— y==1
comme 22 +y% =2, alors 2 = 1 et x = +1, soit (z,y) = (-1,1) ou (1,-1).

Finalement, les points critiques de f sous la contrainte € sont (1,1),(-1,-1),(-1,1) et (1,-1).
4. On a f(0,0) =0, f(1,1) = f(-1,-1) =2, f(-1,1) = f(1,-1) = 6. Nous savons que M est le maximum global de f ,
donc c’est en particulier un maximum local de f.

e Si M est atteint en un point (zo,y0) € Z1, alors (g, yp) est un point critique de f.

e Si M est atteint en un point de %, alors (zo,yo) est un maximum local de f sous la contrainte €, et donc (zg,yo) est

un point critique de f sous la contrainte .

Dans tous les cas, M est atteint en I'un des points critiques trouvés dans les questions précédentes. Le calcul nous montre

alors que
e M =2, atteint en (1,1) et (-1,-1).
e De méme, m = -6, atteint en (1,-1) et (-1,1).

Tracé de z = f(z,y)

Corrigé de I'exercice 23. f est de classe C' (car polynomiale) sur 'ouvert ]0,1[" et

Vi(x1,...,xn) = —n((l —x)" (1 —xn)”’l).

Posons g(x1,...,2,) =21 +...+x, — 1 de sorte que € = {(ml, coy ) €ER™ g(my,. .. ) = O}. On a g est de classe C! sur
louvert ]0,1[" et Vg(z1,...,2,) = (1,...,1) #(0,...,0).
Si (z1,...,2T,) €€ est un point critique de f sous la contrainte € alors il existe A € R tel que

T1+...+2T, 1

)n—l

1l
—

-n(1l -2, L
] =1 =...=1,

T1+...+Ty
vf(xlw"7$n) AVg(xl,“.,xn) : .
—n(l-z,)"t = X
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1 1
Orzi+...+x,=1donc zy =...=x, = —. Ainsi f admet un seul point critique a = (7, e f) sous la contrainte €.
n n
Pour déterminer la nature du point critique, on calcul la matrice hessienne de f en ce point.

f est de classe C? (car polynomiale) sur I'ouvert ]0,1["

{n(n D -2)™? sii=j

(a) =

sinon

83@183: ]

Autrement dit, Hy(a) = diag (n(n-1)(1-21)"2,...,n(n-1)(1 - z,)""?).

o Les valeurs propres de Hy(a) sont strictement positifs, donc f admet un minimum local strict en a.

Corrigé de I'exercice 24. 1. f est de classe C! (car polynomiale) sur 'ouvert R™ et pour k € [[1,n]], on a
fa(xy, ..., xn) = ak,kxﬁ + Z ag jTRT; + Z @; kT T + z A jTT 5.
Jj£k itk ik, j£k
En dérivant par rapport a x; on obtient :

dfa

5' (ajl,...,xn) :Qak,kxk+ Zak7jxj+2ai,kxi
Tk

Jj+k i*k
=2 Z ag;x;  car AeS,(R) donc a; = ag;
i=1
=2(AX), le coefficient & la k-éme ligne de 2AX.

Donc 'Vfa(zy,...,2,)=24X ou X = Y(ay,...,2,).
2. S est la sphere unité de R™ pour la norme |.|2 donc S est un compact de R™. Comme f est continue (car polynomiale)
sur S alors f admet un minimum et un maximum sur S.

3. Posons g(x1,...,2,) = fo -1 de sorte que S = {(xl,...,xn) eR™ g(xq,...,2,) = 0}. On a g est de classe C! sur R®

et Vg(x1,...,2n) =2(x1,...,2,) #(0,...,0) sur S.

e Si fa(zx1,...,x,) =M, alors f4 admet en (z1,...,2,) un extremum local sous la contrainte S, et donc (z1,...,z,)
est un point critique de f4 sous la contrainte S. Par conséquent, il existe A € R tel que

Ty Ty
Vialzy,...,zn) = AVg(x1,...,2,) < 24| @ | =2\
T, T,
x1 T T
Et donc fa(z1,...,2,) = (1,...,2)A] + | = Xa,...,z0)]| ¢+ | = M(21,...,2,)]5 = A\ Par suite, A = M et
Ty T T
est un vecteur propre de A associé a la valeur propre M.
T
¢ Réciproquement, si | : | est un vecteur propre de A associé a la valeur propre M, alors
Tn
X1 T
fa(xy,...,xn) = (21, z0)Al + = M(2y,...,20) | ¢ | = M|(z1,...,2,)|3= M.
T, T
T
4. On monterait de méme que fa(x1,...,2,) =m si, et seulement si, | : | est un vecteur propre de A associé a la valeur
Ty
propre m.
Z1
e Si A est une valeur propre de A, et si | : | est un vecteur propre unitaire de A associé a A, alors fa(x1,...,2,) =
Ty
Al(z1, ..., 2,)[|3 =X Donc m <\ < M.
e De plus, si x = (z1,...,2,) € R" non nul, alors ﬁ € S et donc
2
me i) e M = ms a6 el < Fato) < Ml
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Et la derniere inégalité reste valable pour = = 0.

Corrigé de I'exercice 25. La fonction g est continue sur le carré [0, 1]2 qui est compact, donc g est bornée et atteint ses
bornes sur le carré.

Commengons d’abord par Pexistence de points critiques de g sur 'ouvert ]0, 1[2. On a % =1+3x2 # 0 donc g n’a pas de
points critiques, ce qui signifie que g atteint ses bornes sur le bord du carré.

Etude de g sur les quatre segments du bord.

Tracé de z = g(x,y)

o Sur le segment d’extrémités (0,0) et (1,0), on a g(z,0) = x + 2%, Cette

maximum

fonction est croissante sur [0,1], donc varie de ¢(0,0) =0 & g(1,0) = 2. 1

en est de méme sur le segment d’extrémités (0,1) et (1,1) car g(z,0) =

g9(x,1). )
o Sur le segment d’extrémités (0,0) et (0,1), on a g(0,y) = —y +y>. L’étude
de cette fonction montre que son minimum est g(0,1/v/3) = -2/3v/3 et son 1

maximum est ¢(0,0) = ¢(0,1) = 0.

0
o Sur le segment d’extrémités (1,0) et (1,1), on a g(1,y) = 2—-y+y>. L’étude ’
de cette fonction montre que son minimum est g(1,1/v/3) =2 -2/3v/3 et

0 02 oy
son maximum est g(1,0) = g(1,1) = 2. 08

X

10 )

Finalement, le maximum de g sur le carré est égal a 2 et est atteint en (1,0) et (1,1), alors que le minimum est égal &
-2/3\/3 et est atteint en (0,1/v/3).

Corrigé de I'exercice 26. 1. La fonction f est de classe C? sur R? et on a :

0 2+y? = 5
—
0 Ty = 2

2 (a,w)
’ = (.9)¢{(1,2),(-1,-2),(2,1), (-2,-D)}.

@(x7y)

On obtient quatre points critiques.
0% f 0% f
Oxdy Oy?

e En(2,1), r1t-5?>>0 et r>0, donc f présente un minimum local.

2
2. Onar:%(x,y):&v, s= (z,y) =6y et t= (z,y) = 62 donc 7t — 5% = 36(2?% - y°).
z

e En (-2,-1), rt-s%>>0 et <0, donc f présente un maximum local.
e En (1,2) et (-1,-2), 7t - 5% <0, donc il n’y a pas d’extrémum local.

3. Le triangle K est fermé borné de R?, donc compact. Comme f est continue, elle est bornée et atteint ses bornes sur K.
A Tintérieur de K, le seul point critique est (2,1) et f(2,1) = -28. On doit maintenant chercher les extremums de f a la

frontiere de K, constituée de trois segments.

Tracé de z = f(z,y)

« Sur le segment d’extrémités (0,0) et (3,0), on a f(z,0) = 2% -15z. L’étude
de cette fonction montre que son minimum est f(1/5,0) = ~10v/5 et son ,
maximum est max(f(0,0), f(3,0)) =0. g ’ maximum

« Sur le segment d’extrémités (3,0) et (3,3), on a f(3,y) = 9y? — 12y — 18. 100
L’étude de cette fonction montre que son minimum est f(3,2/3) = —22 et
son maximum est max(f(3,0), f(3,3)) = 27. . 0
« Sur le segment d’extrémités (0,0) et (3,3), on a f(x,x) = 40°-27x. L’étude ’
de cette fonction montre que son minimum est f(3/2,3/2) = =27 et son -100 L

maximum est max(f(0,0), f(3,3)) = 27.

Finalement, le minimum de f sur le triangle K est égal a f(2,1) = -28 et le maximum est f(3,3) = 27.

Corrigé de I'exercice 27. 1.  a. La fonction f est de classe C' sur R™ car polynomiale et on a :
. of n
Vie[[l,n]l, =—(z1,...,2,) =2z, Hmf
%]

n n
Donc Vf(z1,...,2,) = 2zlnxf,...,2mnnx?
i=1 i=1

i#1 i#En
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b. S est la sphére unité de R™ pour la norme |.|2 donc S est un compact de R™. Comme f est continue (car polynomiale)

sur S alors f admet un minimum et un maximum sur S.
n
c. Posons ¢(z1,...,7,) = Y. x7 — 1 de sorte que S = {(961,---,33n) eR”, o(x1,...,2,) = O}. On a ¢ est de classe C! sur

i=1
R™ et Vo(x1,...,2n) =2(x1,...,2,) # (0,...,0) sur S. Si (z1,...,2,) est un point critique de f sous la contrainte S

alors, il existe A € R tel que

I =1
o(x1,...,xn) = 0 —
Vi(ey,.mn) = AVe(ay,...an) vje[[1,n] 21:ij = 2\
'L$]
o Si Vj e [[1,n]], z; # 0 alors, H = A donc z7... = 22. De la premitre équation, on obtient nz? = 1 soit,

i=1
%]

1 1
T = :t\/i. Dans ce cas, on a alors f(z1,...,z,) = —.
n n
o Sidje[[l,n]], zj =0 alors, f(x1,...,2,) =0.

1
D’ott le mamimum de f sur S est —.
n

d. Soit w = (u1,...,u,) € R” non nul. On a —— € S donc

HUHz
Jul2 ™
onsecm) = g (0t ) <l - (1)
Jul2’ H 2 n" \ Vn
11 vient, v/ f(u1, .. H ;| < ( ”\Z;LQ) Pour u = 0, I'inégalité est triviale.

2.  a. Le vecteur (ml,...,xn):( ,..,0, 1/a; 70,...,0) vérifie

——

i—eéme
position

1 1
h(zy,...,xn)=a;.—=1 et [(x1,...,2n)|2= Zm ——_—
a; | |a1|

Donc BN H est non vide. De plus, BN H est un fermé comme intersection de deux fermés et B\ H est borné car

inclus dans B qui est borné, puisqu’il s’agit de la boule fermée de centre 0 et de centre 1/|a;|-.

1
b. On a (0,...70, 1/a; ,0,...,0) € BNH et g(O,...,O, 1/a; 7O,...,O) = — donc le minimum de g sur BN H est
—— —— a

i—éme i-éme
position position

1
inférieur ou égal a Mais, si @ est dans H mais pas dans B, alors g(x) = [z[3 > —. Ainsi le minimum de g sur
a

72.
a; i
BN H est également le minimum de g sur H tout entier.

c. Posons ¢¥(z1,...,z,) = Za xz; — 1 de sorte que H = {(acl,...,xn) eR”, Y(x1,...,2,) = 0}. On a v est de classe C!

sur R” et Vo (zq,.. Jcn) (a1,...,a,) #(0,...,0) sur H. Si (z1,...,2,) est un point critique de g sous la contrainte

H alors, il existe A € R tel que

{1/)($17-~-71'n) =0 — ;aﬂfi =1
Vg(@1,...,xn) = AVP(21,...,20) Vie[[L,n]], 2z; = \zj

AL
Donc — Za =1 < \= . Par suite, Vi € [[1,n]], x; = . Ainsi, g admet un unique point critique

- Za Za

sous la contrainte H. Celui—m correspond nécessairement au mlnlmum de g sous la contrainte H, qui vaut donc

al an, 1
) n 5 (A ) 9 T n 9
2. > a; >

j=1 j=1 j=1

Corrigé de I'exercice 28. 1. Les fonctions f et g, sont polynomiales donc de classe C! sur U, et on a
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Vi(z1,...,x,) = Hmi,...,nxi et Vgs(x1,...,2,)=(1,...,1).

i#1 1EN
2. e OnaX,=U,Ng;" ({0}) et g5t ({0}) est un fermé comme image réciproque d’un fermé par une application continue
donc X est fermé comme intersection de deux fermés. Si x = (z1,...,2,) € X, alors, x; € [[0,s]] pour tout 1 <i<n

donc X, c [[0,s]]™ et X, est borné. Comme R™ est de dimension finie, alors X est compact.

o La restriction de f est continue sur le compact X donc admet un maximum sur Xj.
s s S S s"
e On a (—,...,—) e X;NU, et f(—,...,—) =—>0. donc le maximum de f sur X, MU, est strictement positif.
n n n n n
Mais, si z est dans X, mais pas dans U, alors f(z) = 0. Ainsi le maximum de f sur X, est également le maximum
de f sur X;NU,.

3. f et g, sont de classe C' sur l'ouvert U, et Vgs(x1,...,2,) = (1,...,1) # (0,...,0) sur {x € Up, gs(x) = 0}. Si

2z =(x1,...,%,) est un point critique de f sous la contrainte {x eU,, gs(x)= O} alors, il existe A € R tel que
(I’l,...,lﬁn)EUn A>0
T € Un ix = S &
gs(x) =0 — { i-1 . — Z;xl = s
Vi(z) = AVgs(z) vje[[1,n]], Hlx = A VieLnl, z; - f(;:)
i%j

Donc f admet un unique point critique sous la contrainte {:z: e Uy, gs(z) = O}. Celui-ci correspond nécessairement au

maximum de f sur X, NU,. Ainsi, il existe A > 0 tel que, pour tout k dans [1,n]], a = @.
4. Onaa=(ay,...,a,) € XsNU, donc Zaz =set nf( a) = s. Ainsi,pour tout = = (21,...,2,) € XsN Uy, on a
i=1
)< f=Ta=(22) ()
n n ! n
D’ott, pour tout (z1,...,7,) € XsNUp, (U xz) < Z:
5. Soit V(z1,...,x,) € (Ry)™. Sil'un des z; est nul, alors I'inégalité est triviale. Supposons (z1,...,2,) € (RY)™. D’apres

. s . N T Tn
la question précédente appliquer a | ——,...,

n
ij Z L
j=1 j=1

1/n

EXlﬂUna

n 1/n
Ha:,) <
i=1

1=

1

E
05|
B
M=
&

—_—

S|k
M=
B
S|

<
I
[
<.
I
[
<
I
[

n
Z.]?i.

i=

n 1/n
11 vient (H xl) <

_

Exemples d’équations aux dérivées partielles (EDP)

3f (w y) = 0 sont les fonctions [ : (z,y) —> ©(y) avec

Corrigé de I'exercice 29. 1. a. Les solutions sur R? de 'EDP :
o e C1(R,R).

0 1
b. Les solutions sur R? de I'EDP : a—f(a:,y) =z +y sont les fonctions f: (z,y) — 53:2 +zy + p(y) avec ¢ € CH(R,R).
z

c. Soit f:R? — R de classe C! solution. Pour z € R fixé, 'application partielle y — f(x,y) a pour dérivée g—f(m,y),
Y

donc solution de 1'équation différentielle : 2'(y) = xz(y). Or la solution générale de celle-ci est z(y) = C'e® ot C € R.
Do : Y(z,y) e R?, f(x,y) = p(z)e®™ avec p:a —> f(x,0) de classe C.
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2

2. a. Les solutions sur R? de I'EDP : %(m,y) =0 sont les fonctions f: (z,y) — zp(y) + ¥ (y) avec ¢, € C*(R,R).
x

O f

b. Les solutions sur R? de 'EDP :
Jzxdy

C2(R,R).

(z,y) = 0 sont les fonctions f : (z,y) — @(x) + ¥ (y) avec p € C*(R,R),1) €

Corrigé de I'exercice 30. 1. Par la regle de la chaine, on a

99
ou

Donc il suffit de trouver I'expression de g puis, celle de f.

u,v) = )\g—f()\u +aw, pu + Bu) + ,ug—f()\u +aw, pu + Bv) = h(Au + au, pu + Bv).
€T Y

2. On choisit le changement de variable x = 2u + v et y = —=3u — v. La fonction g(u,v) = f(2u + v, -3u — v) vérifie :

%(u,v) = f(2u+v,-3u—-v)=g(u,v) (*).

Les solutions de (*) sont de la forme g : (u,v) — ¢(v)e* avec ¢ € C(R,R). Dot les solutions de 'EDP sont de la forme
fi(@y) — pBu+2y)e™™ v

Corrigé de I'exercice 31. 1.  a. On pose g(r,0) = f(rcos,rsinf) avec (r,0) € R} x ]0,7[. Par la régle de la chaine, on a

dg

r—(r,0) =rcos (‘)a—f(r cos@,rsinf) + rsin Qg(r cos B, rsinf)
or or y

of

=z—(rcosf,rsinf) + yﬁ(r cosf,rsinf)
=af(rcos,rsinf)
=ag(r,0).
La solution générale de I’équation r?(r,@) = ag(r,0) est g(r,0) = h(§)r® avec h € C*(]0,7[,R). Si on pose o(t) =
r

h(arccott), alors la solution de 'EDP est f(z,y) = ¢ (E) (2% +12)*/? avec p € C1(R,R).
Y

0
2. Avec le changement de variable précédent, on obtient a—g(r,ﬁ) = cot 6, donc g(r,0) = rcot 6 + h(#) avec h e C1(]0,7[,R).
r
D’ou la solution de 'EDP est f(x,y) = /s Y2+ (E) avec ¢ € C*(R,R).
Y Y

3. Soit f : R x R — R de classe C? solution. On considére le changement de variable x = rcos@ et y = rsinf avec
(r,0) e RY x ]—g, g[ La fonction g(r,0) = f(rcosf,rsinf) vérifie :

2
Tz@(r,e) =r?cosfsing  (x).

or?

1
Les solutions de () sont de la forme g : (r,0) —> 51“2 cosfOsind +rp1(6) +pa(0) avec ¢1, @2 € CQ( —%,g ,R]. La solution
1
de 'EDP est de la forme f: (z,y) —> 3%y /22 + 20, (arctan(g)) + o (arctan(g)).
x x

1
D’ou la solution de P’EDP est de la forme f: (z,y) — STy + Y (ﬂ) + (g) avec ,1) € C*(R,R).
x x

Corrigé de I'exercice 32. Soit f:R? — R de classe C? solution.
1. Par la regle de la chaine, on a :
99

%(u7 U)

lg(u+v u—v) 1 8f(u+v u—v).

202\ 2 " 2¢ ) 2e0y\ 2 7 2¢
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Donc
0%g (u v)—g(@)(u v)—l 162]“(u+v u—v)+i 0*f (u+v u—v)
oudv: 7 ou\ov 202022\ 2 7 2 2c0y0z \ 2~ 2¢
1 0*f (u+v u—v)+182f(u+v u—v)
2c|0z0y\ 2 7 2¢ 20002\ 2 7 2c
1 5‘2f(u+v u—v)_lyif(u-kv u—v)
4o\ 2 7 2 cOy2\ 2 7 2

=0
+i 0% f (u+v u—v)_ 0% f (u+v u—v)
de| Oyox \ 2 7 2¢ OxOy \ 2 7 2

=0 d’aprés le théoréeme de Schwartz.

=0

2. Les solutions de () sont de la forme g: (u,v) — p(u) + 1 (v) avec p,1 € C3(R,R).
3. La solution de 'EDP est de la forme f : (z,y) — o(x +ct) +(z —ct) avec ¢, e C*(R,R).

Corrigé de I'exercice 33. On considére le changement de variable u = zy et v = z +y et g(u,v) = f(x,y). On a alors
flx,y) = g(zy,z +y), et en dérivant par rapport & x et & y, on obtient :

of

_ 99 99
am(x,y) = yau(xy,m+y)+8v(xy,x+y)

%(w,y) w%(www%%(wy,%y)

0 0
L’équation (*) est équivalente & (y — x)a—g +3(xz -y)g = 0, donc a—g = 3g. La solution de cette derniére équation est
u u

g(u,v) = h(v)e3* avec h e C'(R,R). D’ott la solution de 'EDP (*) est

f(ac,y):go(m+y)e3zy avec o € CH(R,R).

Corrigé de I'exercice 34. On considére le changement de variable u = zy et v = T et g(u,v) = f(z,y). On a alors f(z,y) =
Y
g(xy,x +y), et par la formule de la chaine, on a :
O (2,y) - @(m z)J@(m E) et L )_x@(f E)_i@(x z)
o Y —yau yjy Y 8v y’y dy yY) = ou y’y 2 O Y,

de méme, on a :

P1 ) 829(:5 £)+1 0% (m E) R (m ff)+1f9"’9(x E)
oz2 Y yy8u2 y’y y Ovou y’y yyauav y7y y Ov? y’y

0*f 0? r\ x 0? x 2z Og z\ z [ 82 r\ x 0? T
—(ry) = w|eay (my *)—* J (Iy 7) +**(xyr)—f 2 (a:y 7)—*79(333; *) :
y? 0wz \" "y ) y2ovou\"y y3 v yl y? | ouwov\ T y) y2on2\"7y

0? 0? 0? 0
g _ 99 , donc 'EDP (x) est équivalente & 2u I 99 _0.0n integre celle-ci
Oudv  Ovou

D’apres le théoreme de Schwartz, on a
Oudv  0Ov

par rapport a v, on obtient :

QU? - g =h(u) avec h e C1(R%,R).
u

0
L’application partielle u — a—g(u, v) est solution de I'équation 2uy’ —y = h dont la solution générale est
u

1
g(u,v) =¥ (v) exp (5 lnv) + o(u) avec o, € C*(R:,R).
——
~—————————" solution particuli¢re

solution homogeéne

D’ot, la solution de 'EDP (%) est f(x,y) = ¢(zy) + /Ty (E) avec o, € C?(R%,R).
Y
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Corrigé de I'exercice 35. On calcule les dérivées partielles premieres et secondes de f :

of Y (y) of 1 (y)
et =22 et =—p 2
Bg &Y =~ 5h " By zy) =W~
o*f 20, (YN, V(Y o*f Lo, (y
g = (3) e T (3) - Gt - (%)
o Of OPf L 42 ” / e s )
L’équation 922 + a—yg =0 est équivalente & (t° + 1)h” + 2th’ = 0. La fonction h’ satisfait & une EDL1. En la résolvant, on
x
2s

t A
obtient h'(t) = Aexp (— f ds) = avec A € R. Finalement,
0 s2+1 1+ s2

VteR, h(t)=\arctant+pu avec (\,pu)eR2

nVecteurs tangents a une partie

Corrigé de I'exercice 36. 1. Soit a € A. L’application constante 7 : ]-1,1[ — A définie par v(¢) = a est dérivable en 0 et on
a v(0) =a et v'(0) =. Donc 0 € T,A.
2. Soit v € T A et XA € R*. Il existe € > 0 et v : |-¢,¢[ — A dérivable en 0 tel que v(0) = a et 7/(0) = v. L application

0 : :|—|i|, |§\|[ —> A définie par 6(t) = y(At) est dérivable en 0 et

0(0) =v(0) =a et 6'(0) =y (0) = \v.
Dou M eT,A.

3. Soit v € E non nul. On a A est un ouvert et a € A, donc il existe € > 0 tel que B(a,¢) c A.
€
ol

L’application ~y est dérivable en 0 et

Soit t € R tel que [t]| < donc a+tv € B(a,¢). Considérons alors ’application 7 : ] [ —> A définie par y(t) = a+tv.

£ <
loll” o]

~v(0) =a et v'(0) = \v.

Donc v e T, A. Comme 0€T,A alors E c T, A. Par suite, T,A=FE.

Corrigé de I'exercice 37. 1.  a. L’application ¢; : ]-1;1[ — A définie par ¢(t) = (¢,0) est dérivable en 0 et ¢(0) =
a, ¢'(0) =(1,0). Donc (1,0) € T,.A.
De méme, en considérons 'application ¢ — (0,¢), on obtient que (0,1) € T,.A.
b. Pour tout (\, 1) € R?, on a A(1,0) € T,A et p(0,1) e T, A. Donc A = Vect((1,0)) U Vect((0,1)) c T,.A.

71 () = 71(0)

20 =1 >0 donc par définition,

2. a. Onan~i(0)= Pn&

In1 >0 tel que, 0<t<n =

Ainsi, il existe 71 > 0 tel que, pour tout t € ]0,7m:[, ~1(¢) > 0. De méme, il existe ny > 0 tel que, pour tout ¢ €
10,m2[, ~2(¢) > 0. II suffit de prendre n = min(7;,72) pour conclure.

b. Soit v = (v1,v2) € A. Pour fixer les idées, supposons que v; > 0 et vy > 0. D’apres la question précédente, il existe n > 0
tel que, pour tout ¢t € ]0,n[, 71(t) >0 et v2(¢) > 0, ce qui contredit le fait que v est & valeurs dans A. On vient de
montrer que T, A c A.

3. Conclusion : T,A = A.

4. Non : T, A = A n’est pas un sev de R2.

Corrigé de I'exercice 38. 1. f est différentiable sur R? et pour (zo,yo) € R?, "équation du plan affine tangent & la surface S t

au point ($0ay07f(m0ay0)) est :

z=(x-0) %(xo,yo) +(y - o) Z?Jj(xoayo) +f(x0,90)

N—— | S —
=a -b

soit z = ax + by + c.

2. f est différentiable sur R? et pour (z¢,yo) € R?, "équation du plan affine tangent & la surface Sy au point (wo, Yo, f (o, yo))
est :

Binyze Mohamed 16 / 18


https://supsp%C3%A9.com

https://supspé.com TD N°12 (correction) MP Ladyoune

z=(z-w0) g%(‘r07y0) +(y = vo) gz(l’o,yo) +f (o0, v0)

N— | —
=-g'(20) =1

soit z = —g'(wo) (x - m0) +y - g(w0).

Corrigé de I'exercice 39.
« Une hyperbole est une ligne de niveau de I'application f: (z,y) € R? —

2?2
a® b2 2?[4-y? = 1 et (z0,0) = (3,V/5/2).
f étant de classe C* sur R? et la tangente en un point est orthogonale au y
gradient de f. Soit (z0,vo) € R? un point de I’hyperbole. On a 49
2x0 2yo
Vf($07y0):(?7b72)¢(070)- 27
2 2 ‘ ‘ ‘ x
e L’équation de la tangente est de la forme %x - ﬂy = c avec ¢ € R. ‘ ‘ ‘ ‘
a b2 -4 2 4
2 2
Comme la tangente passe par le point (zg,yo) alors ¢ = %xo - %ye =2.
a
Donc la tangente & ’hyperbole au point (zg,yg) a pour équation x—ga: -
a
Yo
bey =1.

Corrigé de I'exercice 40. 1. Soit v € T, B, donc il existe € > 0 et v : |-&,e[ — B dérivable en 0 tel que v(0) = a et 4'(0) = v.
Lapplication ¢ : ]-¢,[ — [0,1] définie par ¢(t) = |v(¢)|* = (v(¢) | v(t)) est dérivable en 0 et
¢/(0) = 2(4(0) [ 7/(0)).
Or ¢ atteint son maximum en 0 donc ¢’(0) =0 et (7(0) |’y’(0)). Ainsi, (v|a)=0.
2. Soit v € R? tel que (v | a) = 0. L’application ¢ — a+tv est continue et non nul (en 0), donc il existe £ > 0 tel que a+tv # 0
pour tout t € |-¢,e[. Soit alors I'application 7 : |-&,e[ — B définie par
a+tv a+tv
la+to] /a2 +2[o]?
(1+2]v]*)v - tfo]*(a + tv)

(lal? + £2[v]2)**

(1) =

On a v(0) = 0 et v est dérivable et ~'(¢) = . En particulier, v/(0) = v. Ainsi v € T,B. D’ou :

T,B= {UERS, (v|a) :0}.

Corrigé de I'exercice 41. 1.  a. L’application ¢; : ]-1;1[ — A définie par ¢(t) = (¢,0) est dérivable en 0 et ¢(0) =
a, ¢'(0) =(1,0). Donc (1,0) € T,.A.
De méme, en considérons l’application ¢t — (0,¢), on obtient que (0,1) € T,.A.
b. Pour tout (\, 1) € R?, on a A(1,0) € T,A et p(0,1) e T, A. Donc A = Vect((1,0)) U Vect((0,1)) c T,.A.

71 () = 71(0) _

P v1 > 0 donc par définition,

2. a. Ona~i(0)= Pn&

Im >0 tel que, 0 <t < =

t v
n(t) Ul‘ Lo

t 2
Ainsi, il existe 71 > 0 tel que, pour tout t € ]0,7m:[, ~v1(¢) > 0. De méme, il existe ny > 0 tel que, pour tout ¢ €
10,m2[, ~2(¢) > 0. 11 suffit de prendre n = min(7;,72) pour conclure.

b. Soit v = (v1,v2) € .A. Pour fixer les idées, supposons que vy > 0 et vy > 0. D’apres la question précédente, il existe 7 > 0
tel que, pour tout ¢ € ]0,7[, ~1(t) >0 et v2(¢) > 0, ce qui contredit le fait que v est a valeurs dans A. On vient de
montrer que T,A c A.

3. Conclusion : T,A = A.

4. Non : T, A= A n’est pas un sev de R2.

Corrigé de I'exercice 42. 1. Soit M € A,(R) et teR. On a
(exp(tM))T exp(tM) = exp(tM ") exp(tM) = exp(~tM ) exp(tM) = exp(tM — tM) = exp(0) = L,,

donc exp(tM) € O, (R).

2. Soit M € T1, O, (R). Il existe £ > 0 et v : |-g,e[ — O, (R) dérivable en 0 tel que v(0) = I,, et 4'(0) = M. Puisque
(W(t))Tw(t) =1,, on obtient en dérivant

Binyze Mohamed 17 / 18


https://supsp%C3%A9.com

https://supspé.com TD N°12 (correction) MP Ladyoune

(7'(0))"7(0) + (+(0)) 7' (0) = O,,

donc M+ M = O,,. Ainsi M € A,(R).

Réciproquement, soit M € A, (R). D’aprés la premiére question, exp(tM) € O,(R) pour tout ¢t € R. Donc Papplication
v it —> exp(tM) est & valeurs dans O, (R). De plus, v(0) =1, et 4'(0) = M. Ainsi M est un vecteur tangent a O, (R) en
I,. Dou 11, O, (R) = A, (R).

3. Soit M € ToO,(R). Un calcul analogue au précédent conduit &
M Q+Q™M =0,

soit (Q71M)" = -7 M. Ainsi, Q7'M € A, (R).
Réciproquement, on vérifie que v : t — Qexp(tQ’lM ) définit une application dérivable a valeurs dans O,,(R) et v(0) =
Q, 7'(0) = M. D'oit ToOp(R) = {M € M (R), Q1M €A, (R)}.
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