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TD No12

Calcul différentiel et optimisation (correction)

1 Différentiabilité et classe d’une fonction

Corrigé de l’exercice 1. 1. Par théorèmes généraux, f est continue sur R2 ∖ {(0,0)}. En passant en coordonnées polaires,
x = r cos θ, y = r sin θ, on obtient

∣f(r cos θ, r sin θ)∣ = r∣cos3 θ − sin3 θ∣ ≤ 2r.

Donc ∣f(x, y)∣ ≤ 2
√
x2 + y2 ÐÐÐÐÐÐ→

(x,y)→(0,0)
0 = f(0,0), ce qui montre la continuité de f en (0,0).

2. Par théorèmes généraux, f est de classe C1 sur R2 ∖ {(0,0)} et on a

∂f

∂x
(x, y) = 3x2(x2 + y2) − 2x(x3 − y3)

(x2 + y2)2 = x
4 + 3x2y2 + 2xy3

(x2 + y2)2 .

On remarque que f(y, x) = −f(x, y) pour tout (x, y) ≠ (0,0) et donc ∂f

∂y
(x, y) = −∂f

∂x
(y, x) = −y

4 + 3x2y2 + 2yx3

(x2 + y2)2 .

3. Par définition, ∂f
∂x
(0,0) = lim

x→0

f(x,0) − f(0,0)
x

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=1

= 1. Puisque f(y, x) = −f(x, y) pour tout (x, y) ≠ (0,0), on a de même

∂f

∂y
(0,0) = −1.

4. La fonction (x, y) z→ ∂f

∂x
(x, y) n’est pas continue en (0,0) car ∂f

∂x
( 1
n
,

1
n
) = 3

2
ne tend pas vers ∂f

∂x
(0,0) = 1 lorsque

n→ +∞. Donc f n’est pas de classe C1 sur R2.
5. Supposons f différentiable au point (0,0). Alors f admet un développement limité à l’ordre 1 en (0,0) :

f(x, y) = f(0,0) + x∂f
∂x
(0,0) + y ∂f

∂y
(0,0) + o(∥(x, y)∥2).

Mais ∆(x, y) = f(x, y) − f(0,0) − x∂f
∂x
(0,0) − y ∂f

∂y
(0,0) = x

3 − y3

x2 + y2 − x + y =
yx2 − xy2

x2 + y2 . En passant en coordonnées polaires,

on obtient ∆(r cos θ, r sin θ)
r

= sin(2θ)
2
(cos θ − sin θ). Cette expression est indépendante de r, et n’est pas nulle, donc ne

tend pas vers 0 quand r tend vers 0. Il en résulte que f n’est pas différentiable en (0,0).

Corrigé de l’exercice 2. 1. f est bien définie sur R2 puisque x4 − 2x2y + 3y2 = (x2 − y)2 + 2y2 ne s’annule qu’en (0,0). La
restriction de f aux droites x = 0 et y = 0 est la fonction nulle (et est donc continue). La restriction de f à la droite y =mx
avec m ≠ 0, est, pour x ∈ R∗, f(x,mx) = mx

x4 − 2mx + 3m2 ÐÐ→x→0
0 = f(0,0). D’où la restriction de f à toute droite passant

par l’origine est continue.

2. On a f ( 1
n
,

1
n2 ) =

1
2

ne tend pas vers f(0,0) = 0 lorsque n→ +∞. Donc f n’est pas continue à l’origine.

Corrigé de l’exercice 3.
1. Par théorèmes généraux, f est continue sur R2 ∖ {(0,0)}. Mais

f ( 1
n2 ,

1
n
) = 1

2
ne tend pas vers f(0,0) = 0 lorsque n → +∞. Donc f

n’est pas continue en (0,0).
2. Soit v = (v1, v2) ∈ R2 ∖ {(0,0)} et t ≠ 0. On a

f((0,0) + tv) − f(0,0)
t

= f(tv1, tv2)
t

= v1v
2
2

v2
1 + t2v4

2
ÐÐ→
t→0

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

v2
2
v1

si v1 ≠ 0

0 sinon
.

Ainsi, f admet des dérivées dans toutes les directions en (0,0) et

D(v1,v2)f(0,0) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

v2
2
v1

si v1 ≠ 0

0 sinon
.
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Tracé de z = f(x, y)
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Corrigé de l’exercice 4.
1. Par théorèmes généraux, f est continue sur R2 ∖ {(0,0)}.
Pour (x, y) ∈ R2 ∖ {(0,0)}, on a

∣f(x, y)∣ ≤ ∣x∣ ≤
√
x2 + y2,

donc lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0,0) et f est continue en (0,0).

2. Soit v = (v1, v2) ∈ R2 ∖ {(0,0)} et t ≠ 0. On a
f((0,0) + tv) − f(0,0)

t
= f(tv1, tv2)

t
= v3

1
v2

1 + v2
2

donc

Dvf(0,0) = lim
t→0

f((0,0) + tv) − f(0,0)
t

= v3
1

v2
1 + v2

2
(⋆).

3. Si f est différentiable en (0,0) alors

Dvf(0,0) = v1
∂f

∂x
(0,0) + v2

∂f

∂y
(0,0) = v1.

Mais
∂f

∂x
(0,0) =D(1,0)f(0,0) = 1 et ∂f

∂y
(0,0) =D(0,1)f(0,0) = 0.

Par suite, Dvf(0,0) = v1 ce qui contredit (⋆).
D’où f n’est pas différentiable en (0,0).
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Corrigé de l’exercice 5. • Par théorèmes généraux, f est de classe C1 sur R2 ∖{(x,0), x ∈ R} et donc différentiable. Soit
x ∈ R, on a

∂f

∂x
(x,0) = lim

t→0

f((x,0) + t(1,0)) − f(0,0)
t

= lim
t→0

f(x + t,0)
t

= 0

et
∂f

∂y
(x,0) = lim

t→0

f((x,0) + t(0,1)) − f(0,0)
t

= lim
t→0

f(x, t)
t
= lim

t→0
t sin(x

t
) = 0.

Ainsi, les dérivées partielles ∂f
∂x
(x,0) et ∂f

∂y
(x,0) existent et valant 0. Mais, pour (x, y) ∈ R2 avec y ≠ 0,

∂f

∂
(x, y) = 2y sin(x

y
) − x cos(x

y
) et ∂f

∂y
(1, 1

2πn
) = −1

donc la suite (∂f
∂y
(1, 1

2πn
))

n≥1
ne converge pas vers ∂f

∂y
(1,0) = 0. Ainsi, ∂f

∂y
n’est pas continue sur R2 et f n’est

donc pas de classe C1 sur R2.

• Puisque les dérivées partielles de f en (a,0), a ∈ R sont nulles, la différentielle de f est nulle. Il faut donc montrer
que f(x, y) =

(x,y)→(a,0)
o(∥(x, y)∥2).

Si a ≠ 0, alors ∣f(x, y)∣ = ∣y2 sin(x
y
)∣ ≤ ∣y∣ ÐÐÐÐÐÐ→

(x,y)→(a,0)
0 donc ∣f(x, y)∣∥(x, y)∥2

ÐÐÐÐÐÐ→
(x,y)→(a,0)

0.
Si a = 0, alors

∣f(x, y)∣
∥(x, y)∥2

=
y2 ∣sin(

x

y
)∣

√
x2 + y2

≤ ∣xy∣√
x2 + y2

≤ 1
2
√
x2 + y2 ÐÐÐÐÐÐ→

(x,y)→(0,0)
0.

car ∣sin t∣ ≤ ∣t∣ pour tout t ∈ R qui vient du fait que sin est 1-lipschitzienne. Donc f est différentiable en (a,0), a ∈ R,
de différentielle nulle. Finalement, f est différentiable en sur R2.

Corrigé de l’exercice 6. 1. Par théorèmes généraux, f est continue sur R2 ∖ {(0,0)}. Posons x = r cos θ et y = r sin θ, donc

∣f(r cos θ, r sin θ)∣ = r
2

4
∣cos(4θ)∣ ≤ r

2

4
.

Donc ∣f(x, y)∣ ≤ 1
4
(x2 + y2) ÐÐÐÐÐÐ→

(x,y)→(0,0)
0 = f(0,0) et f est continue en (0,0). D’où f est continue sur R2.

2. Les dérivées partielles de f sur R2 ∖ {(0,0)} existent et sont continue. De plus
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∂f

∂x
(x, y) = y(x

4 − y4 + 4x2y2)
(x2 + y2)2 et ∂f

∂y
(x, y) = x(x

4 − y4 + 4x2y2)
(x2 + y2)2 .

3. En (0,0), on a 1
t
(f(t,0) − f(0,0)) ÐÐ→

t→0
t≠0

0 et 1
t
(f(0, t) − f(0,0)) ÐÐ→

t→0
t≠0

0 donc ∂f

∂x
(0,0) = ∂f

∂y
(0,0) = 0.

4. On a :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∣∂f
∂x
(r cos θ, r sin θ)∣ = r∣sin θ(cos(2θ) + 2 sin(2θ))∣ ≤ 3r

∣∂f
∂y
(r cos θ, r sin θ)∣ = r∣cos θ(cos(2θ) + 2 sin(2θ))∣ ≤ 3r.

Donc ∣∂f
∂x
(x, y)∣ ≤ 3

√
x2 + y2 ÐÐÐÐÐÐ→

(x,y)→(0,0)
0 = ∂f

∂x
(0,0) et ∣∂f

∂y
(x, y)∣ ≤ 3

√
x2 + y2 ÐÐÐÐÐÐ→

(x,y)→(0,0)
0 = ∂f

∂y
(0,0). Donc les dérivées

partielles de f sont continues en (0,0) et f est de classe C1 sur R2.
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5. Par théorèmes généraux, les dérivées partielles d’ordre 2 de f existent dans R2 ∖ {(0,0)}. De plus
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2f

∂x∂y
(0,0) = lim

t→0
t≠0

1
t
(∂f
∂y
(t,0) − ∂f

∂y
(0,0)) = 1, ∂2f

∂y∂x
(0,0) = lim

t→0
t≠0

1
t
(∂f
∂x
(0, t) − ∂f

∂x
(0,0)) = −1

∂2f

∂x2 (0,0) = lim
t→0
t≠0

1
t
(∂f
∂x
(t,0) − ∂f

∂x
(0,0)) = 0, ∂2f

∂y2 (0,0) = lim
t→0
t≠0

1
t
(∂f
∂y
(0, t) − ∂f

∂y
(0,0)) = 0.

Donc les dérivées partielles d’ordre 2 de f existent dans R2.

6. D’après le théorème de Schwartz, f n’est pas de classe C2 sur R2 car ∂2f

∂x∂y
(0,0) ≠ ∂2f

∂y∂x
(0,0).

Corrigé de l’exercice 7. Soit t ∈ R non nul, on a :

1
t
(f(In + t.Ei,j) − f(In)) =

1
t
(nIn + tTr (Ei,j)In − In − 2tEi,j − t2E2

i,j − nIn + In)

= −tE2
i,j − 2Ei,j + δi,jIn ÐÐ→

t→0
−2Ei,j + δi,jIn.

Donc Dvf(a) = −2Ei,j + δi,jIn.

Corrigé de l’exercice 8.

Di,jf(M) =
∂f

∂xi,j
(M) = lim

t→0
t≠0

1
t
(f(M + t.Ei,j) − f(M))

= lim
t→0
t≠0

1
t
(Tr (M⊺M + tM⊺Ei,j + tE⊺i,jM + t2E⊺i,jEi,j) −Tr (M⊺M))

= lim
t→0
t≠0

(Tr (M⊺Ei,j) +Tr (E⊺i,jM) + tTr (E⊺i,jEi,j)) = 2Tr (M⊺Ei,j).

Corrigé de l’exercice 9. Soit H ∈ Mn,1(R). On a

fA(X +H) = (X +H)⊺A(X +H) =X⊺AX +X⊺AH +H⊺AX +H⊺AH = fA(X) +X⊺AH +H⊺AX +H⊺AH.

L’application H z→X⊺AH +H⊺AX est linéaire. De plus, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz :
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∣H⊺AH ∣ = ∣(H ∣ AH)∣ ≤ ∥H∥2∥AH∥2 ≤ ∥A∥2∥H∥22

donc H⊺AH = o(∥H∥2). Ainsi, f est différentiable sur Mn,1(R) et dfA(X).H =X⊺AH +H⊺AX.

Corrigé de l’exercice 10. 1. Soit H ∈ Mn(R), on a

dfk(In).H = lim
t→0
t≠0

1
t
(fk(In + t.H) − fk(In))

= lim
t→0
t≠0

1
t
(

k

∑
i=0
(k
i
)tiHi − In)

= lim
t→0
t≠0

1
t
(

k

∑
i=1
(k
i
)tiHi) = lim

t→0
t≠0
((k

1
)H +

k

∑
i=2
ti−1Hi) = kH.

2. L’application Tr est linéaire, donc par composition

d(Tr ○ fk)(In).H = (Tr ○ dfk(In)).H = Tr (dfk(In).H) = Tr (kH) = kTr (H).

3. Récurrence sur k ∈ N∗.
Initialisation : Pour k = 1, On a M +H =M +M0HM1−0−1 + 0.

Hérédité : Soit k ∈ N∗. Supposons (M +H)k =
H→0

Mk +
k−1
∑
i=0

M iHMk−i−1 +O (∥H∥2). On a

(M +H)k+1 = (M +H)(M +H)k

=
H→0

M (Mk +
k−1
∑
i=0

M iHMk−i−1 +O (∥H∥2)) +H (Mk +
k−1
∑
i=0

M iHMk−i−1 +O (∥H∥2))

=
H→0

Mk+1 +
k−1
∑
i=0

M i+1HMk−i−1 +HMk +
k−1
∑
i=0

HM iHMk−i−1 +O (∥H∥2)

=
H→0

Mk+1 +
k

∑
i=0
M iHMk−i +

k−1
∑
i=0

HM iHMk−i−1 +O (∥H∥2)

Or

∥
k−1
∑
i=0

HM iHMk−i−1∥ ≤
k−1
∑
i=0
∥HM iHMk−i−1∥

≤
k−1
∑
i=0
∥H∥∥M i∥∥H∥∥Mk−i−1∥

≤ (
k−1
∑
i=0
∥M i∥∥Mk−i−1∥) ∥H∥2 = O (∥H∥2) .

Donc (M +H)k+1 =Mk+1 +
k

∑
i=0
M iHMk−i +O (∥H∥2).

Conclusion : Par le principe de récurrence, ∀k ∈ N∗, (M +H)k =
H→0

Mk +
k−1
∑
i=0

M iHMk−i−1 +O (∥H∥2).

4. On a, fk(M +H) =
H→0

fk(M) +
k−1
∑
i=0

M iHMk−i−1 + O (∥H∥2) et l’application H z→
k−1
∑
i=0

M iHMk−i−1 est linéaire, donc

dfk(M).H =
k−1
∑
i=0

M iHMk−i−1. De plus, par composition,

d(Tr ○ fk)(M).H = Tr (
k−1
∑
i=0

M iHMk−i−1) =
k−1
∑
i=0

Tr (M iHMk−i−1) =
k−1
∑
i=0

Tr (HMk−1) = kTr (HMk−1).

Corrigé de l’exercice 11. Supposons φ est différentiable en 0. Alors f admet une dérivée en 0 suivant tout vecteur v non nul
de E. Soit v un vecteur non nul de E et t ∈ R∗, alors

φ(0 + tv) − φ(0)
t

= ∥tv∥
t
= ∣t∣∥v∥

t
=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∥v∥ si t > 0
−∥v∥ si t < 0

donc lim
t→0+

φ(0 + tv) − φ(0)
t

= ∥v∥ ≠ −∥v∥ = lim
t→0−

φ(0 + tv) − φ(0)
t

, donc la limite lim
t→0

φ(0 + tv) − φ(0)
t

n’existe pas. Ainsi, f
n’admet pas une dérivée partielle en 0 selon v, ce qui est absurde.
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Corrigé de l’exercice 12. 1. L’application (produit scalaire) φ1 ∶ E2 Ð→ R
(x, y) z→ (x ∣ y)

est différentiable sur E2 car bili-

néaire et l’application φ2 ∶ E Ð→ E2

x z→ (x,x)
est différentiable sur E car linéaire, donc par composition, φ = φ1 ○ φ2 est

différentiable sur E et pour tout (x,h) ∈ E2,

dφ(x).h = d(φ1 ○ φ2)(x).h = (dφ1(φ2(x)) ○ dφ2(x))(h)
= (dφ1(x,x) ○ φ2)(h)
= dφ1(x,x).(φ2(h))
= dφ1(x,x).(h,h) = φ1(x,h) + φ1(h,x) = 2(x ∣ h).

2. L’application φ1 ∶ R Ð→ R+
t z→

√
t

est dérivable sur R∗
+
, donc par composition, ψ = φ1 ○φ est différentiable sur E ∖{0}

et pour tout h ∈ E,

dψ(x).h = d(φ1 ○ φ)(x).h = (dφ1(φ(x)) ○ dφ(x))(h)
= dφ1(φ(x)).(dφ(x).h)

= dφ(x).h
2
√
φ(x)

= (x ∣ h)∥x∥ .

Corrigé de l’exercice 13. L’application φ ∶ R2 Ð→ R2

(x, y) z→ (y, x)
est de classe Ck car linéaire, donc par composition, g = f○φ

est de classe Ck. En dérivant cette composition selon la règle de la chaîne :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂g

∂x
(x, y) = ∂y

∂x
°
=0

∂f

∂x
(y, x) + ∂x

∂x
°
=1

∂f

∂y
(y, x) = ∂f

∂y
(y, x)

∂g

∂y
(x, y) = ∂y

∂y
°
=1

∂f

∂x
(y, x) + ∂x

∂y
°
=0

∂f

∂y
(y, x) = ∂f

∂x
(y, x).

Et
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2g

∂x2 (x, y) =
∂

∂x

∂g

∂x
(x, y) = ∂y

∂x
°
=0

∂2f

∂x∂y
(y, x) + ∂x

∂x
°
=1

∂2f

∂y2 (y, x) =
∂2f

∂y2 (y, x)

∂2g

∂y2 (x, y) =
∂

∂y

∂g

∂y
(x, y) = ∂y

∂y
°
=1

∂2f

∂x2 (y, x) +
∂x

∂y
°
=0

∂2f

∂y∂x
(y, x) = ∂

2f

∂x2 (y, x)

∂2g

∂x∂y
(x, y) = ∂

∂x

∂g

∂y
(x, y) = ∂y

∂x
°
=0

∂2f

∂x2 (y, x) +
∂x

∂x
°
=1

∂2f

∂y∂x
(y, x) = ∂2f

∂y∂x
(y, x)

∂2g

∂y∂x
(x, y) = ∂

∂y

∂g

∂x
(x, y) = ∂y

∂y
°
=1

∂2f

∂x∂y
(y, x) + ∂x

∂y
°
=0

∂2f

∂y2 (y, x) =
∂2f

∂x∂y
(y, x).

Corrigé de l’exercice 14. 1. Soit H ∈ Mn(R) de sorte que In +H ∈ GLn(R). Ceci est possible puisque GLn(R) est un ouvert
et In ∈ GLn(R). En effet :

∃r > 0, ∀A ∈ Mn(R), ∥In −A∥ < r Ô⇒ A ∈ GLn(R).

Donc il suffit de prendre ∥H∥ < r pour que In +H ∈ GLn(R). L’identité (In +H)(In −H) = In −H2 donne :

In −H = (In +H)−1(In −H2) = (In +H)−1 − (In +H)−1H2
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donc f(In+H) = (In+H)−1 = In−H +(In+H)−1H2 = f(In)+(−H)+(In+H)−1H2. L’application H z→ −H est linéaire et la
matrice (In +H)−1 est un polynôme en (In +H) donc continue en H, par suite, si ∥.∥ désigne une norme sous-multiplicative
sur Mn(R), alors

∥(In +H)−1H2∥ ≤ ∥(In +H)−1H∥
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ε(H)

×∥H∥ avec lim
H→On

ε(H) = 0.

Donc (In +H)−1H2 =
H→On

o(∥H∥). Finalement, f est différentiable en In et df(In).H = −H.

2. Soit M ∈ GLn(R) et H ∈ Mn(R) de sorte que M +H ∈ GLn(R). On a

(M +H)−1 = (M(In +M−1H))−1 = (In +M−1H)−1
M−1

=
H→On

(In −M−1H + o(∥H∥))M−1

=
H→On

M−1 −M−1HM−1 + o(∥H∥).

Donc f(M + H) =
H→On

f(M) + (−M−1HM−1) + o(∥H∥). L’application H z→ −M−1HM−1 est linéaire en H donc f est

différentiable en M et df(M).H = −M−1HM−1.

Corrigé de l’exercice 15. On a g est de classe C2 sur R∗
+
×R et

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂g

∂r
(r, θ) = cos θ∂f

∂x
(x, y) + sin θ∂f

∂y
(x, y), ∂g

∂θ
(r, θ) = −r sin θ∂f

∂x
(x, y) + r cos θ∂f

∂y
(x, y)

∂2g

∂r2 (r, θ) = cos2 θ
∂2f

∂x2 (x, y) + sin2 θ
∂2f

∂y2 (x, y) + 2 cos θ sin θ ∂
2f

∂x∂y
(x, y)

∂2g

∂θ2 (r, θ) = −r
∂g

∂r
(r, θ) + r2 sin2 θ

∂2f

∂x2 (x, y) + r
2 cos2 θ

∂2f

∂y2 (x, y) − 2r2 cos θ sin θ ∂
2f

∂x∂y
(x, y)

Donc

∂2g

∂r2 (r, θ) +
1
r2
∂2g

∂θ2 (r, θ) +
1
r

∂g

∂r
(r, θ) = cos2 θ

∂2f

∂x2 (x, y) + sin2 θ
∂2f

∂y2 (x, y) + 2 cos θ sin θ ∂
2f

∂x∂y
(x, y) − 1

r

∂g

∂r
(r, θ)

+ sin2 θ
∂2f

∂x2 (x, y) + cos2 θ
∂2f

∂y2 (x, y) − 2 cos θ sin θ ∂
2f

∂x∂y
(x, y) + 1

r

∂g

∂r
(r, θ)

= (cos2 θ + sin2 θ) ∂
2f

∂x2 (x, y) + (cos2 θ + sin2 θ) ∂
2f

∂y2 (x, y)

= ∂
2f

∂x2 (x, y) +
∂2f

∂y2 (x, y) =∆f(x, y).

Corrigé de l’exercice 16.
1. On a U = g−1(]−∞,1[) où g est la fonction continue définie sur R2 par
g(x, y) = xy. Donc U est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert
par une application continue.
2. Pour tout a ∈ U, [0, a] ⊂ U donc U est étoilé (par rapport à 0) et par
suite U est connexe par arcs.
3. f est de classe C1 comme somme et composée d’applications qui le sont.
De plus,

∀(x, y) ∈ U, ∂f

∂x
(x, y) = ∂f

∂y
(x, y) = 0

4. Les dérivées partielles de f sont nulles sur l’ouvert connexe par arcs U
donc f est constante sur U . Or f(0,0) = 0 donc f est nulle sur U . D’où
pour tout (x, y) ∈ R2 tel que xy < 1, arctanx+arctan y = arctan( x + y

1 − xy).

x

y

o

U

Corrigé de l’exercice 17. 1. Posons f(x1, . . . , xn) = (
n

∑
i=1
x2

i)
α/2

. Pour (x1, . . . , xn, t) ∈ Rn ×R∗
+
, on a
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f(tx1, . . . , txn) = (
n

∑
i=1
t2x2

i)
α/2

= tα (
n

∑
i=1
x2

i)
α/2

= tαf(x1, . . . , xn)

donc fonction f est α-homogène.

2. On a f(0) = f(0, . . . ,0) = f(t× 0, . . . , t× 0) = tαf(0, . . . ,0). Pour t = 1, on obtient, f(0) = 0. D’autre part, en dérivant par
rapport à xi, 1 ≤ i ≤ n les deux membres de la définition α-homogène, on obtient :

t
∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn) = tα

∂f

∂xi
(x1, . . . , xn)

donc ∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn) = tα−1 ∂f

∂xi
(x1, . . . , xn). Il vient que ∂f

∂xi
est (α − 1)-homogène.

3. a. Soit t > 0 fixé. La fonction g est de classe C1 sur Rn comme somme et composée de fonctions qui le sont et, pour
1 ≤ i ≤ n, on a

∂g

∂xi
(x1, . . . , xn) = t

∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn) − tα

∂f

∂xi
(x1, . . . , xn)

= t
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn) − tα−1 ∂f

∂xi
(x1, . . . , xn)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
= 0.

Donc dg(x1, . . . , xn) = 0 pour tout (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Puisque Rn est connexe par arcs, alors g est constante sur Rn.

b. On a g(0) = 0 donc g est la fonction nulle. Par suite, f(tx1, . . . , txn) = tαf(x1, . . . , xn) i-e f est α-homogène.

4. a. En dérivant par rapport à t les deux membres de la définition α-homogène, selon la règle de la chaîne, on obtient :

x1
∂f

∂x1
(tx1, . . . , txn) + . . . + xn

∂f

∂xn
(tx1, . . . , txn) = αtα−1f(x1, . . . , xn).

En prenant t = 1, f satisfait bien l’EDP (E).
b. Par la règle de la chaîne, on a pour tout t > 0,

g′(t) = x1
∂f

∂x1
(tx1, . . . , txn) + . . . + xn

∂f

∂xn
(tx1, . . . , txn) − αtα−1f(x1, . . . , xn)

= 1
t
(x1

∂f

∂x1
(tx1, . . . , txn) + . . . + xn

∂f

∂xn
(tx1, . . . , txn)) − αtα−1f(x1, . . . , xn)

= 1
t
αf(tx1, . . . , txn) − αtα−1f(x1, . . . , xn) =

α

t
g(t).

Donc g est solution de l’équation différentielle linéaire homogène du premier ordre y′ = α
t
y. Ainsi, g est de la forme

g(t) = λ eα ln t = λtα avec λ ∈ R. Comme g(1) = 0, on a λ = 0 et g est la fonction nulle. Par suite

∀(x1, . . . , xn, t) ∈ Rn ×R∗
+
, f(tx1, . . . , txn) = tαf(x1, . . . , xn).

D’où f est α-homogène.

2 Optimisation

Corrigé de l’exercice 18. On a f(x, y) = xy ≤ 1 pour tout (x, y) ∈ [0,1]2 avec égalité en (x, y) = (1,1) donc f admet un
maximum global en (1,1) mais ∂f

∂x
(1,1) ≠ 0.

Une proposition du cours nous dit que (1,1) est un point critique de f mais ceci est vrai uniquement lorsque (1,1) est un
point intérieur à [0,1]2 ou lorsque l’ensemble dans lequel en travail est un ouvert.

Corrigé de l’exercice 19.
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• f est différentiable sur l’ouvert R2.
• Points critiques de f :

∂f

∂x
(x, y) = ∂f

∂y
(x, y) = 0 ⇐⇒ (x, y) = (0,0)

donc (0,0) est le seul point critique de f .
• Étude du signe de la différence f(x, y) − f(0,0) : on a

f (0, 1
n
) = −1

n
< 0 et f (0, −1

n
) = 1

n
> 0

donc f(x, y) − f(0,0) n’est pas de signe constant.
On peut conclure que f n’a pas d’extremum local en (0,0) et donc pas
d’extremums du tout.

−0.4
−0.2 0 0.2 0.4 −2

0

2
−40

−20

0
20

40 pas d’extremum

x
y

z

Tracé de z = f(x, y)

Corrigé de l’exercice 20.

1. f est différentiable sur l’ouvert R2 car polynomiale et
∂f

∂x
(x, y) = ∂f

∂y
(x, y) = 0 ⇐⇒ (x, y) = (0,0)

donc (0,0) est le seul point critique de f .

2. On a f (−1
n
,

1
n
) = 3

n3 > 0 et f ( 1
n
,
−1
n
) = −3

n3 < 0,
donc f(x, y) − f(0,0) n’est pas de signe constant.
On peut conclure que f n’a pas d’extremum local en (0,0) et donc pas
d’extremums du tout. −0.4

−0.2 0 0.2 0.4 −2

0

2
−10

0

10 pas d’extremum

x
y

z

Tracé de z = f(x, y)

Corrigé de l’exercice 21.
• f est différentiable sur l’ouvert R2 car polynomiale et

∂f

∂x
(x, y) = ∂f

∂y
(x, y) = 0 ⇐⇒ (x, y) = (−1

2
,
1
2
).

donc (−1
2
,
1
2
) est le seul point critique de f .

• Posons u = x + 1
2

et v = y − 1
2

. On a

f(x, y) = (u − 1
2
)

2
+ (v + 1

2
)

2
+ u − 1

2
− v − 1

2
+ 1

2
= u2 + v2.

Donc f(x, y) − f (−1
2
,
1
2
) = u2 + v2 − 0 = u2 + v2 ≥ 0. Par suite, f admet un

minimum global en (−1
2
,
1
2
).

−1 0 1 −2
0

20

5

10
minimum global

x
y

z

Tracé de z = f(x, y)

Corrigé de l’exercice 22. 1. D est la boule fermé de centre 0 et de rayon
√

2 pour la norme ∥.∥2 donc D est un compact de
R2. Comme f est continue (car polynomiale) sur D alors f admet un minimum et un maximum sur D .
2. f est de classe C2 sur D1 et

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∂f

∂x
(x, y) = 0

∂f

∂y
(x, y) = 0

⇐⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x3 = x − y
y3 = y − x

⇐⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x3 + y3 = 0
y3 = y − x

Ô⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x = −y
y3 = 2y

Ô⇒ (x, y) ∈ {(0,0), (−
√

2,
√

2), (
√

2,−
√

2)}.

Mais (−
√

2,
√

2) et (
√

2,−
√

2) ne sont pas dans D1. Donc f possède un seul point critique (0,0) sur D1.
3. Posons g(x, y) = x2 + y2 − 2 de sorte que C = {(x, y) ∈ R2, g(x, y) = 0}. On a g est de classe C1 sur R2 et
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∇g(x, y) = (2x,2y) ≠ (0,0) sur C .

Ainsi, si (x, y) est un point critique de f sous la contrainte C alors il existe λ ∈ R tel que

x2 + y2 = 2 et ∇f(x, y) = λ∇g(x, y).

On a :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x2 + y2 = 2
∇f(x, y) = λ∇g(x, y)

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x2 + y2 = 2
4x3 − 4(x − y) = 2λx
4y3 + 4(x − y) = 2λy

⇐⇒
L2←Ð(L2−L3)/2

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x2 + y2 = 2
2(x3 − y3) − 4(x − y) = λ(x − y)
2y3 + 2(x − y) = λy.

• Si x = y, alors la première équation donne x2 = 1 soit (x, y) = (1,1) ou (−1,−1). Dans les deux cas, les trois équations
sont vérifiées avec λ = 2.

• Si x ≠ y, alors la seconde équation devient, 2(x2 + y2 +xy) − 4 = λ. Donc 2(2+xy) − 4 = λ, soit λ = 2xy. En remplaçant
dans la troisième équation, on a

2y3 + 2x − 2y = 2xy2 ⇐⇒ 2y2(y − x) = 2(y − x)
⇐⇒
x≠y

y2 = 1

⇐⇒ y = ±1

comme x2 + y2 = 2, alors x2 = 1 et x = ±1, soit (x, y) = (−1,1) ou (1,−1).

Finalement, les points critiques de f sous la contrainte C sont (1,1), (−1,−1), (−1,1) et (1,−1).
4. On a f(0,0) = 0, f(1,1) = f(−1,−1) = 2, f(−1,1) = f(1,−1) = −6. Nous savons que M est le maximum global de f ,
donc c’est en particulier un maximum local de f .

• Si M est atteint en un point (x0, y0) ∈ D1, alors (x0, y0) est un point critique de f .
• Si M est atteint en un point de C , alors (x0, y0) est un maximum local de f sous la contrainte C , et donc (x0, y0) est

un point critique de f sous la contrainte C .
Dans tous les cas, M est atteint en l’un des points critiques trouvés dans les questions précédentes. Le calcul nous montre
alors que

• M = 2, atteint en (1,1) et (−1,−1).
• De même, m = −6, atteint en (1,−1) et (−1,1).

−1 0 1 −1
0

1

0

10

minimum

minimum

maximum

maximum

x
y

z

Tracé de z = f(x, y)

Corrigé de l’exercice 23. f est de classe C1 (car polynomiale) sur l’ouvert ]0,1[n et

∇f(x1, . . . , xn) = −n ((1 − x1)n−1, . . . , (1 − xn)n−1).

Posons g(x1, . . . , xn) = x1 + . . . + xn − 1 de sorte que C = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn, g(x1, . . . , xn) = 0}. On a g est de classe C1 sur
l’ouvert ]0,1[n et ∇g(x1, . . . , xn) = (1, . . . ,1) ≠ (0, . . . ,0).
Si (x1, . . . , xn) ∈ C est un point critique de f sous la contrainte C alors il existe λ ∈ R tel que

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x1 + . . . + xn = 1
∇f(x1, . . . , xn) = λ∇g(x1, . . . , xn)

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + . . . + xn = 1
−n(1 − x1)n−1 = λ

⋮ ⋮
−n(1 − xn)n−1 = λ

Ô⇒ x1 = . . . = xn
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Or x1 + . . . + xn = 1 donc x1 = . . . = xn =
1
n

. Ainsi f admet un seul point critique a = ( 1
n
, . . . ,

1
n
) sous la contrainte C .

Pour déterminer la nature du point critique, on calcul la matrice hessienne de f en ce point.
• f est de classe C2 (car polynomiale) sur l’ouvert ]0,1[n et

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

n(n − 1)(1 − xi)n−2 si i = j
0 sinon

.

Autrement dit, Hf(a) = diag (n(n − 1)(1 − x1)n−2, . . . , n(n − 1)(1 − xn)n−2).
• Les valeurs propres de Hf(a) sont strictement positifs, donc f admet un minimum local strict en a.

Corrigé de l’exercice 24. 1. f est de classe C1 (car polynomiale) sur l’ouvert Rn et pour k ∈ [[1, n]], on a

fA(x1, . . . , xn) = ak,kx
2
k + ∑

j≠k

ak,jxkxj +∑
i≠k

ai,kxixk + ∑
i≠k, j≠k

ai,jxixj .

En dérivant par rapport à xk on obtient :

∂fA

∂xk
(x1, . . . , xn) = 2ak,kxk + ∑

j≠k

ak,jxj +∑
i≠k

ai,kxi

= 2
n

∑
i=1
ak,ixi car A ∈ Sn(R) donc ai,k = ak,i

= 2(AX)k le coefficient à la k-ème ligne de 2AX.

Donc t∇fA(x1, . . . , xn) = 2AX où X = t(x1, . . . , xn).
2. S est la sphère unité de Rn pour la norme ∥.∥2 donc S est un compact de Rn. Comme f est continue (car polynomiale)
sur S alors f admet un minimum et un maximum sur S.

3. Posons g(x1, . . . , xn) =
n

∑
i=1
x2

i − 1 de sorte que S = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn, g(x1, . . . , xn) = 0}. On a g est de classe C1 sur Rn

et ∇g(x1, . . . , xn) = 2(x1, . . . , xn) ≠ (0, . . . ,0) sur S.
• Si fA(x1, . . . , xn) = M , alors fA admet en (x1, . . . , xn) un extremum local sous la contrainte S, et donc (x1, . . . , xn)

est un point critique de fA sous la contrainte S. Par conséquent, il existe λ ∈ R tel que

∇fA(x1, . . . , xn) = λ∇g(x1, . . . , xn) ⇐⇒ 2A
⎛
⎜⎜
⎝

x1

⋮
xn

⎞
⎟⎟
⎠
= 2λ

⎛
⎜⎜
⎝

x1

⋮
xn

⎞
⎟⎟
⎠

.

Et donc fA(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn)A
⎛
⎜⎜
⎝

x1

⋮
xn

⎞
⎟⎟
⎠
= λ(x1, . . . , xn)

⎛
⎜⎜
⎝

x1

⋮
xn

⎞
⎟⎟
⎠
= λ∥(x1, . . . , xn)∥22 = λ. Par suite, λ = M et

⎛
⎜⎜
⎝

x1

⋮
xn

⎞
⎟⎟
⎠

est un vecteur propre de A associé à la valeur propre M .

• Réciproquement, si
⎛
⎜⎜
⎝

x1

⋮
xn

⎞
⎟⎟
⎠

est un vecteur propre de A associé à la valeur propre M , alors

fA(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn)A
⎛
⎜⎜
⎝

x1

⋮
xn

⎞
⎟⎟
⎠
=M(x1, . . . , xn)

⎛
⎜⎜
⎝

x1

⋮
xn

⎞
⎟⎟
⎠
=M∥(x1, . . . , xn)∥22 =M .

4. On monterait de même que fA(x1, . . . , xn) = m si, et seulement si,
⎛
⎜⎜
⎝

x1

⋮
xn

⎞
⎟⎟
⎠

est un vecteur propre de A associé à la valeur

propre m.

• Si λ est une valeur propre de A, et si
⎛
⎜⎜
⎝

x1

⋮
xn

⎞
⎟⎟
⎠

est un vecteur propre unitaire de A associé à λ, alors fA(x1, . . . , xn) =

λ∥(x1, . . . , xn)∥22 = λ. Donc m ≤ λ ≤M .
• De plus, si x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn non nul, alors x

∥x∥2
∈ S et donc

m ≤ fA (
x

∥x∥2
) ≤M ⇐⇒ m ≤ 1

∥x∥22
fA(x) ≤M ⇐⇒ m∥x∥22 ≤ fA(x) ≤M∥x∥22.
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Et la dernière inégalité reste valable pour x = 0.

Corrigé de l’exercice 25. La fonction g est continue sur le carré [0,1]2 qui est compact, donc g est bornée et atteint ses
bornes sur le carré.
Commençons d’abord par l’existence de points critiques de g sur l’ouvert ]0,1[2. On a ∂g

∂x
= 1 + 3x2 ≠ 0 donc g n’a pas de

points critiques, ce qui signifie que g atteint ses bornes sur le bord du carré.
Etude de g sur les quatre segments du bord.

• Sur le segment d’extrémités (0,0) et (1,0), on a g(x,0) = x + x3. Cette
fonction est croissante sur [0,1], donc varie de g(0,0) = 0 à g(1,0) = 2. Il
en est de même sur le segment d’extrémités (0,1) et (1,1) car g(x,0) =
g(x,1).

• Sur le segment d’extrémités (0,0) et (0,1), on a g(0, y) = −y + y3. L’étude
de cette fonction montre que son minimum est g(0,1/

√
3) = −2/3

√
3 et son

maximum est g(0,0) = g(0,1) = 0.
• Sur le segment d’extrémités (1,0) et (1,1), on a g(1, y) = 2−y+y3. L’étude

de cette fonction montre que son minimum est g(1,1/
√

3) = 2 − 2/3
√

3 et
son maximum est g(1,0) = g(1,1) = 2.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
0.5

10

1

2
maximum

maximum

minimum

x
y

z

Tracé de z = g(x, y)

Finalement, le maximum de g sur le carré est égal à 2 et est atteint en (1,0) et (1,1), alors que le minimum est égal à
−2/3

√
3 et est atteint en (0,1/

√
3).

Corrigé de l’exercice 26. 1. La fonction f est de classe C2 sur R2 et on a :
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∂f

∂x
(x, y) = 0

∂f

∂y
(x, y) = 0

⇐⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x2 + y2 = 5
xy = 2

⇐⇒ (x, y) ∈ {(1,2), (−1,−2), (2,1), (−2,−1)}.

On obtient quatre points critiques.

2. On a r = ∂
2f

∂x2 (x, y) = 6x, s = ∂2f

∂x∂y
(x, y) = 6y et t = ∂

2f

∂y2 (x, y) = 6x donc rt − s2 = 36(x2 − y2).

• En (2,1), rt − s2 > 0 et r > 0, donc f présente un minimum local.

• En (−2,−1), rt − s2 > 0 et r < 0, donc f présente un maximum local.

• En (1,2) et (−1,−2), rt − s2 < 0, donc il n’y a pas d’extrêmum local.

3. Le triangle K est fermé borné de R2, donc compact. Comme f est continue, elle est bornée et atteint ses bornes sur K.
A l’intérieur de K, le seul point critique est (2,1) et f(2,1) = −28. On doit maintenant chercher les extremums de f à la
frontière de K, constituée de trois segments.

• Sur le segment d’extrémités (0,0) et (3,0), on a f(x,0) = x3−15x. L’étude
de cette fonction montre que son minimum est f(

√
5,0) = −10

√
5 et son

maximum est max(f(0,0), f(3,0)) = 0.
• Sur le segment d’extrémités (3,0) et (3,3), on a f(3, y) = 9y2 − 12y − 18.

L’étude de cette fonction montre que son minimum est f(3,2/3) = −22 et
son maximum est max(f(3,0), f(3,3)) = 27.

• Sur le segment d’extrémités (0,0) et (3,3), on a f(x,x) = 4x3−27x. L’étude
de cette fonction montre que son minimum est f(3/2,3/2) = −27 et son
maximum est max(f(0,0), f(3,3)) = 27. 0 1 2 3 0

2−100

0

100
minimum

maximum

K

x
y

z

Tracé de z = f(x, y)

Finalement, le minimum de f sur le triangle K est égal à f(2,1) = −28 et le maximum est f(3,3) = 27.

Corrigé de l’exercice 27. 1. a. La fonction f est de classe C1 sur Rn car polynomiale et on a :

∀j ∈ [[1, n]], ∂f

∂xj
(x1, . . . , xn) = 2xj

n

∏
i=1
i≠j

x2
i .

Donc ∇f(x1, . . . , xn) =
⎛
⎜
⎝

2x1
n

∏
i=1
i≠1

x2
i , . . . ,2xn

n

∏
i=1
i≠n

x2
i

⎞
⎟
⎠

.
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b. S est la sphère unité de Rn pour la norme ∥.∥2 donc S est un compact de Rn. Comme f est continue (car polynomiale)
sur S alors f admet un minimum et un maximum sur S.

c. Posons φ(x1, . . . , xn) =
n

∑
i=1
x2

i − 1 de sorte que S = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn, φ(x1, . . . , xn) = 0}. On a φ est de classe C1 sur

Rn et ∇φ(x1, . . . , xn) = 2(x1, . . . , xn) ≠ (0, . . . ,0) sur S. Si (x1, . . . , xn) est un point critique de f sous la contrainte S
alors, il existe λ ∈ R tel que

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

φ(x1, . . . , xn) = 0
∇f(x1, . . . , xn) = λ∇φ(x1, . . . , xn)

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x2
1 + . . . + x2

n = 1

∀j ∈ [[1, n]], 2xj

n

∏
i=1
i≠j

x2
i = 2λxj

.

• Si ∀j ∈ [[1, n]], xj ≠ 0 alors,
n

∏
i=1
i≠j

x2
i = λ donc x=1 . . . = x2

n. De la première équation, on obtient nx2
1 = 1 soit,

x1 = ±
√

1
n

. Dans ce cas, on a alors f(x1, . . . , xn) =
1
nn

.

• Si ∃j ∈ [[1, n]], xj = 0 alors, f(x1, . . . , xn) = 0.

D’où le mamimum de f sur S est 1
nn

.

d. Soit u = (u1, . . . , un) ∈ Rn non nul. On a u

∥u∥2
∈ S donc

f(u1, . . . , un) = ∥u∥2n
2 f ( u1

∥u∥2
, . . . ,

un

∥u∥2
) ≤ ∥u∥2n

2
1
nn
= (∥u∥2√

n
)

2n

.

Il vient,
√
f(u1, . . . , un) = ∣

n

∏
i=1
xi∣ ≤ (

∥u∥2√
n
)

n

. Pour u = 0, l’inégalité est triviale.

2. a. Le vecteur (x1, . . . , xn) = (0, . . . ,0, 1/ai
±
i−ème

position

,0, . . . ,0) vérifie

h(x1, . . . , xn) = ai.
1
ai
= 1 et ∥(x1, . . . , xn)∥2 =

¿
ÁÁÀ

n

∑
i=1
x2

i =
1
∣ai∣
≤ 1
∣ai∣

.

Donc B⋂H est non vide. De plus, B⋂H est un fermé comme intersection de deux fermés et B⋂H est borné car
inclus dans B qui est borné, puisqu’il s’agit de la boule fermée de centre 0 et de centre 1/∣ai∣.

b. On a (0, . . . ,0, 1/ai
±
i−ème

position

,0, . . . ,0) ∈ B⋂H et g(0, . . . ,0, 1/ai
±
i−ème

position

,0, . . . ,0) = 1
a2

i

donc le minimum de g sur B⋂H est

inférieur ou égal à 1
a2

i

. Mais, si x est dans H mais pas dans B, alors g(x) = ∥x∥22 >
1
a2

i

. Ainsi le minimum de g sur

B⋂H est également le minimum de g sur H tout entier.

c. Posons ψ(x1, . . . , xn) =
n

∑
i=1
aixi − 1 de sorte que H = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn, ψ(x1, . . . , xn) = 0}. On a ψ est de classe C1

sur Rn et ∇ψ(x1, . . . , xn) = (a1, . . . , an) ≠ (0, . . . ,0) sur H. Si (x1, . . . , xn) est un point critique de g sous la contrainte
H alors, il existe λ ∈ R tel que

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ψ(x1, . . . , xn) = 0
∇g(x1, . . . , xn) = λ∇ψ(x1, . . . , xn)

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

n

∑
i=1
aixi = 1

∀j ∈ [[1, n]], 2xj = λxj

.

Donc λ

2
n

∑
i=1
a2

i = 1 ⇐⇒ λ = 2
n

∑
i=1
a2

i

. Par suite, ∀i ∈ [[1, n]], xi =
ai

n

∑
j=1

a2
j

. Ainsi, g admet un unique point critique

sous la contrainte H. Celui-ci correspond nécessairement au minimum de g sous la contrainte H, qui vaut donc

g

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a1
n

∑
j=1

a2
j

, . . . ,
an

n

∑
j=1

a2
j

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 1
n

∑
j=1

a2
j

.

Corrigé de l’exercice 28. 1. Les fonctions f et gs sont polynomiales donc de classe C1 sur Un et on a
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∇f(x1, . . . , xn) =
⎛
⎜
⎝
∏
i=1
i≠1

xi, . . . ,∏
i=1
i≠n

xi

⎞
⎟
⎠

et ∇gs(x1, . . . , xn) = (1, . . . ,1).

2. • On a Xs = Un⋂ g−1
s ({0}) et g−1

s ({0}) est un fermé comme image réciproque d’un fermé par une application continue
donc Xs est fermé comme intersection de deux fermés. Si x = (x1, . . . , xn) ∈ Xs alors, xi ∈ [[0, s]] pour tout 1 ≤ i ≤ n
donc Xs ⊂ [[0, s]]n et Xs est borné. Comme Rn est de dimension finie, alors Xs est compact.

• La restriction de f est continue sur le compact Xs donc admet un maximum sur Xs.

• On a ( s
n
, . . . ,

s

n
) ∈ Xs⋂Un et f ( s

n
, . . . ,

s

n
) = sn

nn
> 0. donc le maximum de f sur Xs⋂Un est strictement positif.

Mais, si x est dans Xs mais pas dans Un, alors f(x) = 0. Ainsi le maximum de f sur Xs est également le maximum
de f sur Xs⋂Un.

3. f et gs sont de classe C1 sur l’ouvert Un et ∇gs(x1, . . . , xn) = (1, . . . ,1) ≠ (0, . . . ,0) sur {x ∈ Un, gs(x) = 0}. Si

x = (x1, . . . , xn) est un point critique de f sous la contrainte {x ∈ Un, gs(x) = 0} alors, il existe λ ∈ R tel que

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x ∈ Un

gs(x) = 0
∇f(x) = λ∇gs(x)

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(x1, . . . , xn) ∈ Un
n

∑
i=1
xi = s

∀j ∈ [[1, n]],
n

∏
i=1
i≠j

xi = λ

Ô⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ > 0
n

∑
i=1
xi = s

∀j ∈ [[1, n]], xj = f(x)
λ

.

Donc f admet un unique point critique sous la contrainte {x ∈ Un, gs(x) = 0}. Celui-ci correspond nécessairement au

maximum de f sur Xs⋂Un. Ainsi, il existe λ > 0 tel que, pour tout k dans [[1, n]], ak =
f(a)
λ

.

4. On a a = (a1, . . . , an) ∈Xs⋂Un donc
n

∑
i=1
ai = s et nf(a)

λ
= s. Ainsi,pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈Xs⋂Un, on a

f(x) ≤ f(a) =
n

∏
i=1
ai = (

f(a)
λ
)

n

= ( s
n
)

n

.

D’où, pour tout (x1, . . . , xn) ∈Xs⋂Un, (
n

∏
i=1
xi)

1/n

≤ 1
n

n

∑
i=1
xi.

5. Soit ∀(x1, . . . , xn) ∈ (R+)n. Si l’un des xi est nul, alors l’inégalité est triviale. Supposons (x1, . . . , xn) ∈ (R∗+)n. D’après

la question précédente appliquer à

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

x1
n

∑
j=1

xj

, . . . ,
xn

n

∑
j=1

xj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∈X1⋂Un,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

n

∏
i=1

xi
n

∑
j=1

xj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

1/n

= 1
n

∑
j=1

xj

(
n

∏
i=1
xi)

1/n

≤ 1
n

n

∑
i=1

xi
n

∑
j=1

xj

= 1
n

.

Il vient (
n

∏
i=1
xi)

1/n

≤ 1
n

n

∑
i=1
xi.

3 Exemples d’équations aux dérivées partielles (EDP)

Corrigé de l’exercice 29. 1. a. Les solutions sur R2 de l’EDP : ∂f
∂x
(x, y) = 0 sont les fonctions f ∶ (x, y) z→ φ(y) avec

φ ∈ C1(R,R).

b. Les solutions sur R2 de l’EDP : ∂f
∂x
(x, y) = x + y sont les fonctions f ∶ (x, y) z→ 1

2
x2 + xy + φ(y) avec φ ∈ C1(R,R).

c. Soit f ∶ R2 Ð→ R de classe C1 solution. Pour x ∈ R fixé, l’application partielle y z→ f(x, y) a pour dérivée ∂f

∂y
(x, y),

donc solution de l’équation différentielle : z′(y) = xz(y). Or la solution générale de celle-ci est z(y) = C exy où C ∈ R.
D’où : ∀(x, y) ∈ R2, f(x, y) = φ(x) exy avec φ ∶ xz→ f(x,0) de classe C1.
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2. a. Les solutions sur R2 de l’EDP : ∂
2f

∂x2 (x, y) = 0 sont les fonctions f ∶ (x, y) z→ xφ(y) + ψ(y) avec φ,ψ ∈ C2(R,R).

b. Les solutions sur R2 de l’EDP : ∂2f

∂x∂y
(x, y) = 0 sont les fonctions f ∶ (x, y) z→ φ(x) + ψ(y) avec φ ∈ C2(R,R), ψ ∈

C2(R,R).

Corrigé de l’exercice 30. 1. Par la règle de la chaîne, on a
∂g

∂u
(u, v) = λ∂f

∂x
(λu + αv,µu + βv) + µ∂f

∂y
(λu + αv,µu + βv) = h(λu + αv,µu + βv).

Donc il suffit de trouver l’expression de g puis, celle de f .

2. On choisit le changement de variable x = 2u + v et y = −3u − v. La fonction g(u, v) = f(2u + v,−3u − v) vérifie :

∂g

∂u
(u, v) = f(2u + v,−3u − v) = g(u, v) (⋆).

Les solutions de (⋆) sont de la forme g ∶ (u, v) z→ φ(v) eu avec φ ∈ C1(R,R). D’où les solutions de l’EDP sont de la forme
f ∶ (x, y) z→ φ(3x + 2y) e−x−y.

Corrigé de l’exercice 31. 1. a. On pose g(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ) avec (r, θ) ∈ R∗
+
× ]0, π[. Par la règle de la chaîne, on a

r
∂g

∂r
(r, θ) = r cos θ∂f

∂x
(r cos θ, r sin θ) + r sin θ∂f

∂y
(r cos θ, r sin θ)

= x∂f
∂x
(r cos θ, r sin θ) + y ∂f

∂y
(r cos θ, r sin θ)

= αf(r cos θ, r sin θ)
= αg(r, θ).

La solution générale de l’équation r
∂g

∂r
(r, θ) = αg(r, θ) est g(r, θ) = h(θ)rα avec h ∈ C1(]0, π[ ,R). Si on pose φ(t) =

h(arc cot t), alors la solution de l’EDP est f(x, y) = φ(x
y
) (x2 + y2)α/2 avec φ ∈ C1(R,R).

2. Avec le changement de variable précédent, on obtient ∂g
∂r
(r, θ) = cot θ, donc g(r, θ) = r cot θ +h(θ) avec h ∈ C1(]0, π[ ,R).

D’où la solution de l’EDP est f(x, y) = x
y

√
x2 + y2 + φ(x

y
) avec φ ∈ C1(R,R).

3. Soit f ∶ R∗
+
× R Ð→ R de classe C2 solution. On considère le changement de variable x = r cos θ et y = r sin θ avec

(r, θ) ∈ R∗
+
× ]−π

2
,
π

2
[. La fonction g(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ) vérifie :

r2 ∂
2g

∂r2 (r, θ) = r
2 cos θ sin θ (⋆).

Les solutions de (⋆) sont de la forme g ∶ (r, θ) z→ 1
2
r2 cos θ sin θ+ rφ1(θ)+φ2(θ) avec φ1, φ2 ∈ C2 (]−π

2
,
π

2
[ ,R). La solution

de l’EDP est de la forme f ∶ (x, y) z→ 1
2
xy +

√
x2 + y2φ1 (arctan(y

x
)) + φ2 (arctan(y

x
)).

D’où la solution de l’EDP est de la forme f ∶ (x, y) z→ 1
2
xy + xφ(y

x
) + ψ (y

x
) avec φ,ψ ∈ C2(R,R).

Corrigé de l’exercice 32. Soit f ∶ R2 Ð→ R de classe C2 solution.

1. Par la règle de la chaîne, on a :
∂g

∂v
(u, v) = 1

2
∂f

∂x
(u + v

2
,
u − v

2c
) − 1

2c
∂f

∂y
(u + v

2
,
u − v

2c
).
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Donc

∂2g

∂u∂v
(u, v) = ∂

∂u
(∂g
∂v
) (u, v) = 1

2
[1

2
∂2f

∂x2 (
u + v

2
,
u − v

2c
) + 1

2c
∂2f

∂y∂x
(u + v

2
,
u − v

2c
)]

− 1
2c
[ ∂

2f

∂x∂y
(u + v

2
,
u − v

2c
) + 1

2c
∂2f

∂y2 (
u + v

2
,
u − v

2c
)]

= 1
4
[∂

2f

∂x2 (
u + v

2
,
u − v

2c
) − 1

c

∂2f

∂y2 (
u + v

2
,
u − v

2c
)]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

+ 1
4c
[ ∂

2f

∂y∂x
(u + v

2
,
u − v

2c
) − ∂2f

∂x∂y
(u + v

2
,
u − v

2c
)]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0 d’après le théorème de Schwartz.

= 0

2. Les solutions de (⋆) sont de la forme g ∶ (u, v) z→ φ(u) + ψ(v) avec φ,ψ ∈ C2(R,R).
3. La solution de l’EDP est de la forme f ∶ (x, y) z→ φ(x + ct) + ψ(x − ct) avec φ,ψ ∈ C2(R,R).

Corrigé de l’exercice 33. On considère le changement de variable u = xy et v = x + y et g(u, v) = f(x, y). On a alors
f(x, y) = g(xy, x + y), et en dérivant par rapport à x et à y, on obtient :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂f

∂x
(x, y) = y

∂g

∂u
(xy, x + y) + ∂g

∂v
(xy, x + y)

∂f

∂y
(x, y) = x

∂g

∂u
(xy, x + y) + ∂g

∂v
(xy, x + y)

.

L’équation (⋆) est équivalente à (y − x)∂g
∂u
+ 3(x − y)g = 0, donc ∂g

∂u
= 3g. La solution de cette dernière équation est

g(u, v) = h(v) e3u avec h ∈ C1(R,R). D’où la solution de l’EDP (⋆) est

f(x, y) = φ(x + y) e3xy avec φ ∈ C1(R,R).

Corrigé de l’exercice 34. On considère le changement de variable u = xy et v = x
y

et g(u, v) = f(x, y). On a alors f(x, y) =
g(xy, x + y), et par la formule de la chaîne, on a :

∂f

∂x
(x, y) = y ∂g

∂u
(xy, x

y
) + 1

y

∂g

∂v
(xy, x

y
) et ∂f

∂y
(x, y) = x∂g

∂u
(xy, x

y
) − x

y2
∂g

∂v
(xy, x

y
)

de même, on a :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2f

∂x2 (x, y) = y [y ∂
2g

∂u2 (xy,
x

y
) + 1

y

∂2g

∂v∂u
(xy, x

y
)] + 1

y
[y ∂2g

∂u∂v
(xy, x

y
) + 1

y

∂2g

∂v2 (xy,
x

y
)]

∂2f

∂y2 (x, y) = x [x∂
2g

∂u2 (xy,
x

y
) − x

y2
∂2g

∂v∂u
(xy, x

y
)] + 2x

y3
∂g

∂v
(xy, x

y
) − x

y2 [x
∂2g

∂u∂v
(xy, x

y
) − x

y2
∂2g

∂v2 (xy,
x

y
)] .

D’après le théorème de Schwartz, on a ∂2g

∂u∂v
= ∂2g

∂v∂u
, donc l’EDP (⋆) est équivalente à 2u ∂2g

∂u∂v
− ∂g
∂v
= 0. On intègre celle-ci

par rapport à v, on obtient :

2u∂g
∂u
− g = h(u) avec h ∈ C1(R∗

+
,R).

L’application partielle uz→ ∂g

∂u
(u, v) est solution de l’équation 2uy′ − y = h dont la solution générale est

g(u, v) = ψ(v) exp(1
2

ln v)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

solution homogène

+ φ(u)
²

solution particulière

avec φ,ψ ∈ C2(R∗
+
,R).

D’où, la solution de l’EDP (⋆) est f(x, y) = φ(xy) +√xyψ (x
y
) avec φ,ψ ∈ C2(R∗

+
,R).

Binyze Mohamed 15 / 18

https://supsp%C3%A9.com


https://supspé.com TD No12 (correction) MP Laâyoune

Corrigé de l’exercice 35. On calcule les dérivées partielles premières et secondes de f :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂f

∂x
(x, y) = − y

x2h
′ (y
x
) ,

∂f

∂y
(x, y) = 1

x
h′ (y

x
)

∂2f

∂x2 (x, y) =
2y
x3 h

′ (y
x
) + y

2

x4h
′′ (y

x
) ,

∂2f

∂y2 (x, y) =
1
x2h

′′ (y
x
) .

L’équation ∂2f

∂x2 +
∂2f

∂y2 = 0 est équivalente à (t2 + 1)h′′ + 2th′ = 0. La fonction h′ satisfait à une EDL1. En la résolvant, on

obtient h′(t) = λ exp(−∫
t

0

2s
s2 + 1

ds) = λ

1 + s2 avec λ ∈ R. Finalement,

∀t ∈ R, h(t) = λarctan t + µ avec (λ,µ) ∈ R2.

4 Vecteurs tangents à une partie

Corrigé de l’exercice 36. 1. Soit a ∈ A. L’application constante γ ∶ ]−1,1[ Ð→ A définie par γ(t) = a est dérivable en 0 et on
a γ(0) = a et γ′(0) =. Donc 0 ∈ TaA.
2. Soit v ∈ TaA et λ ∈ R∗. Il existe ε > 0 et γ ∶ ]−ε, ε[ Ð→ A dérivable en 0 tel que γ(0) = a et γ′(0) = v. L’application

θ ∶ ]− ε∣λ∣ ,
ε

∣λ∣ [ Ð→ A définie par θ(t) = γ(λt) est dérivable en 0 et

θ(0) = γ(0) = a et θ′(0) = λγ′(0) = λv.

D’où λv ∈ TaA.
3. Soit v ∈ E non nul. On a A est un ouvert et a ∈ A, donc il existe ε > 0 tel que B(a, ε) ⊂ A.

Soit t ∈ R tel que ∣t∣ < ε

∥v∥ , donc a+tv ∈ B(a, ε). Considérons alors l’application γ ∶ ]− ε

∥v∥ ,
ε

∥v∥[ Ð→ A définie par γ(t) = a+tv.

L’application γ est dérivable en 0 et

γ(0) = a et γ′(0) = λv.

Donc v ∈ TaA. Comme 0 ∈ TaA alors E ⊂ TaA. Par suite, TaA = E.

Corrigé de l’exercice 37. 1. a. L’application φ1 ∶ ]−1; 1[ z→ A définie par φ(t) = (t,0) est dérivable en 0 et φ(0) =
a, φ′(0) = (1,0). Donc (1,0) ∈ TaA.
De même, en considérons l’application tz→ (0, t), on obtient que (0,1) ∈ TaA.

b. Pour tout (λ,µ) ∈ R2, on a λ(1,0) ∈ TaA et µ(0,1) ∈ TaA. Donc A = Vect((1,0))⋃Vect((0,1)) ⊂ TaA.

2. a. On a γ′1(0) = lim
t→0

γ1(t) − γ1(0)
t − 0

= v1 > 0 donc par définition,

∃η1 > 0 tel que, 0 < t < η1 Ô⇒ ∣γ1(t)
t
− v1∣ <

v1

2
.

Ainsi, il existe η1 > 0 tel que, pour tout t ∈ ]0, η1[ , γ1(t) > 0. De même, il existe η2 > 0 tel que, pour tout t ∈
]0, η2[ , γ2(t) > 0. Il suffit de prendre η =min(η1, η2) pour conclure.

b. Soit v = (v1, v2) ∈ A. Pour fixer les idées, supposons que v1 > 0 et v2 > 0. D’après la question précédente, il existe η > 0
tel que, pour tout t ∈ ]0, η[ , γ1(t) > 0 et γ2(t) > 0, ce qui contredit le fait que γ est à valeurs dans A. On vient de
montrer que TaA ⊂ A.

3. Conclusion : TaA = A.
4. Non : TaA = A n’est pas un sev de R2.

Corrigé de l’exercice 38. 1. f est différentiable sur R2 et pour (x0, y0) ∈ R2, l’équation du plan affine tangent à la surface Sf

au point (x0, y0, f(x0, y0)) est :

z = (x − x0)
∂f

∂x
(x0, y0)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=a

+(y − y0)
∂f

∂y
(x0, y0)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=b

+f(x0, y0)

soit z = ax + by + c.
2. f est différentiable sur R2 et pour (x0, y0) ∈ R2, l’équation du plan affine tangent à la surface Sf au point (x0, y0, f(x0, y0))
est :
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z = (x − x0)
∂f

∂x
(x0, y0)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=−g′(x0)

+(y − y0)
∂f

∂y
(x0, y0)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=1

+f(x0, y0)

soit z = −g′(x0)(x − x0) + y − g(x0).
Corrigé de l’exercice 39.

• Une hyperbole est une ligne de niveau de l’application f ∶ (x, y) ∈ R2 z→
x2

a2 −
y2

b2 .
f étant de classe C1 sur R2 et la tangente en un point est orthogonale au
gradient de f . Soit (x0, y0) ∈ R2 un point de l’hyperbole. On a

∇f(x0, y0) = (
2x0

a2 ,
2y0

b2 ) ≠ (0,0).

• L’équation de la tangente est de la forme 2x0

a2 x −
2y0

b2 y = c avec c ∈ R.

Comme la tangente passe par le point (x0, y0) alors c = 2x0

a2 x0−
2y0

b2 y0 = 2.

Donc la tangente à l’hyperbole au point (x0, y0) a pour équation x0

a2 x −
y0

b2 y = 1.

−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

x

y

x2/4 − y2 = 1 et (x0, y0) = (3,
√

5/2).

Corrigé de l’exercice 40. 1. Soit v ∈ TaB, donc il existe ε > 0 et γ ∶ ]−ε, ε[ Ð→ B dérivable en 0 tel que γ(0) = a et γ′(0) = v.
L’application ϕ ∶ ]−ε, ε[ Ð→ [0,1] définie par ϕ(t) = ∥γ(t)∥2 = (γ(t) ∣ γ(t)) est dérivable en 0 et

ϕ′(0) = 2(γ(0) ∣ γ′(0)).

Or ϕ atteint son maximum en 0 donc ϕ′(0) = 0 et (γ(0) ∣ γ′(0)). Ainsi, (v ∣ a) = 0.
2. Soit v ∈ R3 tel que (v ∣ a) = 0. L’application tz→ a+tv est continue et non nul (en 0), donc il existe ε > 0 tel que a+tv ≠ 0
pour tout t ∈ ]−ε, ε[. Soit alors l’application γ ∶ ]−ε, ε[ Ð→ B définie par

γ(t) = a + tv
∥a + tv∥ =

a + tv√
∥a∥2 + t2∥v∥2

.

On a γ(0) = 0 et γ est dérivable et γ′(t) = (1 + t
2∥v∥2)v − t∥v∥2(a + tv)
(∥a∥2 + t2∥v∥2)3/2

. En particulier, γ′(0) = v. Ainsi v ∈ TaB. D’où :

TaB = {v ∈ R3, (v ∣ a) = 0}.

Corrigé de l’exercice 41. 1. a. L’application φ1 ∶ ]−1; 1[ z→ A définie par φ(t) = (t,0) est dérivable en 0 et φ(0) =
a, φ′(0) = (1,0). Donc (1,0) ∈ TaA.
De même, en considérons l’application tz→ (0, t), on obtient que (0,1) ∈ TaA.

b. Pour tout (λ,µ) ∈ R2, on a λ(1,0) ∈ TaA et µ(0,1) ∈ TaA. Donc A = Vect((1,0))⋃Vect((0,1)) ⊂ TaA.

2. a. On a γ′1(0) = lim
t→0

γ1(t) − γ1(0)
t − 0

= v1 > 0 donc par définition,

∃η1 > 0 tel que, 0 < t < η1 Ô⇒ ∣γ1(t)
t
− v1∣ <

v1

2
.

Ainsi, il existe η1 > 0 tel que, pour tout t ∈ ]0, η1[ , γ1(t) > 0. De même, il existe η2 > 0 tel que, pour tout t ∈
]0, η2[ , γ2(t) > 0. Il suffit de prendre η =min(η1, η2) pour conclure.

b. Soit v = (v1, v2) ∈ A. Pour fixer les idées, supposons que v1 > 0 et v2 > 0. D’après la question précédente, il existe η > 0
tel que, pour tout t ∈ ]0, η[ , γ1(t) > 0 et γ2(t) > 0, ce qui contredit le fait que γ est à valeurs dans A. On vient de
montrer que TaA ⊂ A.

3. Conclusion : TaA = A.
4. Non : TaA = A n’est pas un sev de R2.

Corrigé de l’exercice 42. 1. Soit M ∈ An(R) et t ∈ R. On a

(exp(tM))⊺ exp(tM) = exp(tM⊺) exp(tM) = exp(−tM) exp(tM) = exp(tM − tM) = exp(0) = In

donc exp(tM) ∈ On(R).
2. Soit M ∈ TInOn(R). Il existe ε > 0 et γ ∶ ]−ε, ε[ Ð→ On(R) dérivable en 0 tel que γ(0) = In et γ′(0) = M . Puisque
(γ(t))⊺γ(t) = In, on obtient en dérivant
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(γ′(0))⊺γ(0) + (γ(0))⊺γ′(0) = On

donc M⊺ +M = On. Ainsi M ∈ An(R).
Réciproquement, soit M ∈ An(R). D’après la première question, exp(tM) ∈ On(R) pour tout t ∈ R. Donc l’application
γ ∶ t z→ exp(tM) est à valeurs dans On(R). De plus, γ(0) = In et γ′(0) =M . Ainsi M est un vecteur tangent à On(R) en
In. D’où TInOn(R) = An(R).
3. Soit M ∈ TΩOn(R). Un calcul analogue au précédent conduit à

M⊺Ω +Ω⊺M = On

soit (Ω−1M)⊺ = −Ω−1M . Ainsi, −Ω−1M ∈ An(R).
Réciproquement, on vérifie que γ ∶ t z→ Ω exp(tΩ−1M) définit une application dérivable à valeurs dans On(R) et γ(0) =
Ω, γ′(0) =M . D’où TΩOn(R) = {M ∈ Mn(R), Ω−1M ∈ An(R)}.
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