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TD N°©12

Calcul différentiel et optimisation

Différentiabilité et classe d’une fonction

PV @)+ (0.0)
— si (=

Exercice 1. On considére la fonction définie sur R? par : f(z,y) ={ z2+y2 Y B
0 st (z,y) =(0,0)

1. Vérifier que f est continue sur R?. Indication : Passant en coordonnées polaires.

2. Vérifier que f est de classe C! sur R? \ {(0, O)} et calculer ses dérivées partielles.
0 0

3. Calculer —f(0,0) et —f(0,0).
ox Jy

4. La fonction f est-elle de classe C* sur R??

5. La fonction f est-elle différentiable au point (0,0) ?

2
T2y .
———— si (x,y) #(0,0
Exercice 2. Soit f la fonction définie sur R? par : f(z,y) =1 2 - 222y + 3y2 (,y) # (0,0) .
0 si (z,y) = (0,0)
1. Montrer que la restriction de f a toute droite passant par l'origine est continue.

2. Montrer que la fonction f n’est pas continue a 'origine.

J)y2

——— si + (0,0
Exercice 3. Soit f la fonction définie sur R? par : f(z,y) =1 22 +y4 st (z,y) #(0,0) .
0 st (2,y) =(0,0)

1. f est-elle continue?

2. Montrer que f admet des dérivées dans toutes les directions en (0,0) et les calculer.

333

Exercice 4. Soit f la fonction définie sur R? par : f(z,y) =4 22 +y2 st (z,y) #(0,0) .
0 si (z,y) =(0,0)

1. Montrer que f est continue sur R?.

2. Calculer D, f(0,0) pour tout vecteur v non nul de R2.

3. La fonction f est-elle différentiable en (0,0)?

yzsin(f) si y+0
Y .

si y=0

Exercice 5. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) =

Montrer que f est différentiable et non C*.

2_ .2
. W) G (@)= (0.0)

Exercice 6. Contre-exemple de Peano. Soit f la fonction définie sur R® par f(z,y) = 22 + 92 .
0 si (z,9) = (0,0)

1. Montrer que f est continue sur R2.

2. Calculer a—JC((),O) et a—f(O,O).
or dy

w

. Montrer que f est de classe C! sur R2.
4. Montrer que les dérivées partielles d’ordre 2 de f existent dans R2.

5. La fonction f est-elle de classe C? sur R??

Exercice 7. Soit v = E;; la matrice élémentaire de la base canonique de M, (R) donnée par E;; = (0;10;.0)1<ke<n €t
f:Mp(R) — M, (R) définie par f(M) =Tr (M)I, — M?. Calculer D, f(I,).

Exercice 8. Soit f : M,,(R) — R définie par f(M) =Tr (M™M) et (i,j) € [1,n]]*. Calculer D; ; f(M), la dérivée de f en
M selon E; j, pour toute M € M, (R).
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Exercice 9. On muni M,,(R) par la norme ||M|2 = > m?yj ou M = (my;)i<ijen €t My 1(R) par la norme || X||s =

1<i,j<n

sz ou X =(z1,...,2n)".
i=1
Soit A € M,,(R). Montrer que 'application f4 : M, 1(R) — R définie par f4(X) = XTAX est différentiable sur M,, 1 (R)

et calculer sa différentielle.

Exercice 10. On considére une norme |.| sous-multiplicative sur M, (R) : |AB| < ||A||B]-
Soit k e N* et fj, : M,,(R) — M,,(R) définie par fi,(M) = MF.

1. Calculer dfy(I,).

2. En déduire la différentielle de Tr o f en I,,.

k-1 ) )
3. Soit M € M,,(R). Démontrer que, Yk € N*, (M + H)* o MR+ S MEMR 0 (| H|?).
- i=0

4. En déduire dfi (M) et d(Tr o fk)(M) pour tout M € M, (R).

Exercice 11. Soit F un espace vectoriel et ||.|| une norme sur E. Montrer que Papplication ¢ : z — |z|| n’est pas différentiable

en 0.

Exercice 12. Soit (E,(.|.)) un espace euclidien.
1. Montrer que ¢ : E — R définie par ¢(x) = |z||? est différentiable sur E et calculer dyp(z).
2. Montrer que 1 : E — R définie par ¢(z) = |z est différentiable sur E'\ {0} et calculer di(z).

Exercice 13. Soit f:R? — R de classe C*, k > 2 et g définie sur R? par g(z,y) = f(y,z).
Montrer que g est de classe C* sur R? et exprimer les dérivées partielles d’ordres 1 et 2 de g en fonction de celles de f.

Exercice 14. Différentielle de 1’inverse d’une matrice. Soit f: M s M~! définie sur Iouvert GL, (R).
1. En exploitant 'identité (I, + H)(I, - H) = I, - H?, établir que I’application f est différentiable en I,,.

2. En déduire que f est différentiable en toute matrice M € GL, (R) et exprimer sa différentielle.

Exercice 15. Laplacien en coordonnées polaires.

0? 0?
Soit f une fonction de classe C? sur R? {(0,0)} dans R. On note Af = a—é + 902 appelé le laplacien de f. Soit g la
€z Y
) . . ) 0%g 1 9% 10g
fonction définie sur R} x R par g(r,0) = f(rcos6,rsind). Montrer que : Af(z,y) = =—(r,0) + = —= (r,0) + —==(r,0).
or? r2 062 r Or

+
Exercice 16. Soit U = {(x,y) eR?, zy< 1} et f:U — R définie par f(x,y) = arctanz + arctany — arctan ( 136 Y )
— 2y

. Justifier que U est un ouvert de R?.

. Montrer que U est connexe par arcs.

1
2
3. Montrer que f est de classe C! sur U puis calculer les dérivées partielles de f.
4

T+
. En déduire que : pour tout (z,y) € R? tel que xy < 1, arctanz + arctany = arctan ( 7 Y )
—zy

Exercice 17. Fonction a-homogéne. Soient f:R"™ — R et a > 0. On dit que f est a-homogene si :
V(x1,. .. &n,t) e R xRY, f(tay,... txy) =t f(21,...,20).

1. Donner un exemple d’une telle fonction.

Dans toute la suite, on suppose a > 1 et f de classe C*.
2. Supposons f est a-homogene. Montrer que, les dérivées partielles de f sont (« - 1)-homogeénes et que f(0) = 0.
3. Réciproquement, supposons que les dérivées partielles de f sont (a—1)-homogenes et que f(0) = 0. On pose, pour tout
(1,0 @y t) e R* xRY ) g(@1,...,2n) = f(t21, ... txy) =t f(x1,...,20).
a. Montrer que g est constante.

b. En déduire que f est a-homogene.

0 0
4.  a. Montrer que, si f est a-homogene alors, f satisfait 'EDP : mla—f +.o+ xna— =af (€).
T Ln
b. Réciproquement, supposons f satisfait (£). Montrer que la fonction g, définie ci-dessus, vérifie une équation différen-
tielle linéaire homogeéne du premier ordre.

En déduire que f est a-homogene.
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Optimisation

Exercice 18. Un contre exemple afin d’éviter toute confusion. Montrer que la fonction f définie sur [0, 1]2 par f(x,y) =

0
2y admet un maximum global en (1,1) et que 6—f(17 1) # 0. Que pensez-vous ?
T

Exercice 19. Déterminer les extrema de f: R? — R définie par f(z,y) = varctany — y.

Indication : Pour montrer qu’une fonction f n’a pas d’extremum local en un point a on peut, par exemple, chercher deux
suites (Tn)nen €t (Yn )nen convergeant vers a telles que (f(xn) - f(a))(f(yn) - f(a))<O0.

Exercice 20. CCP PSI 2007. Soit g(z,y) = 2°® + 322y + .
0 0
1. Existe-t-il des points pour lesquels 8—g(x,y) =0et a—g(x, y)=07
T Y

2. La fonction g possede-t-elle des extremums locaux ?

1
Exercice 21. Déterminer les extrema de f: R? — R définie par f(z,y) = 2?2 +y*> +x -y + 2
Indication : Pour étudier le signe de la différence f(z,y) — f(x0,y0) ot (zo,y0) un point critique de f, posons u =z —xg et

v =y — 1o puis exprimer f(x,y) en fonction de u et v.

Exercice 22. Soit 2 = {(x, y) eR? 22 +y%< 2} et soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = 2% +y* - 2(z - )%
1. Montrer que f admet sur 2 un maximum M et un minimum m.

2. Déterminer I’ensemble des points critiques de f sur l'ouvert 2, = {(x,y) eR?2, 22 +92%< 2}.

3. Déterminer les points critiques de f sous la contrainte € = {(x, y) eR?, 2% +9% = 2}.

4. Déterminer m et M.

n
Exercice 23. D’aprés EDHEC 2001. Soit n>2 et f:]0,1[" — R définie par f(z1,...,2,) = > (1 -z;)".
i=1

Déterminer les extrema locaux de f sous la contrainte % = {(wh e ) ER™ xy+ . Ty, = 1}.

n n
Exercice 24. Soit A = (@ j)1<ij<n € Sn(R) et fa la fonction définie sur R™ par fa(z1,...,2,) = Z Z TiT Q.

i=1j=1
On note S = {(xl,...,xn) eR™, ix? = 1}.
i=1

1. Montrer que f4 est de classe C! sur R”, et calculer ses dérivées partielles.
2. Justifier que f4 admet un maximum M et un minimum m sur S.

T
3. Montrer que fa(x1,...,2,) =M si, et seulement si, | : | est un vecteur propre de A associé & la valeur propre M.

T

4. En déduire que M (resp. m) est la plus grande (resp. plus petite) valeur propre de A, et que pour tout (z1,...,2,) € R",

n n
mY a? < fa(zi,...,2) <MY 2
i=1 =1

Exercice 25. CCP PSI 2006. Soit g : R? —s R définie par g(x,y) = -y + 2> + y>. Montrer que g admet des extremums sur

le carré [0,1]° et les déterminer.

Exercice 26. TPE 2006. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = z* + 32y — 15z - 12y.
1. Déterminer les points critiques de f.
2. Déterminer les extremums locaux de f sur R2. La fonction f admet-elle des extremums absolus sur R? ?

3. Déterminer les extremums locaux et absolus de f sur 'ensemble K défini par K = {(x, y)eR? 0<y<a< 3}‘

Exercice 27. Oral ESCP 2015. Soit n € N*| et aq,...,a, des réels non tous nuls. On considére les fonctions f, g et h définies

sur R™ par
B n 9 B n 9 B n ' .
f(z1,..,m,) =[] 7, g(xl,...,;vn)—z;vi, et h(xh...,xn)—Zam.
i=1 i=1 i=1

1. a. Justifier que f est de classe C! sur R™. Déterminer son gradient en tout point.
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n
b. Prouver que f admet un maximum sur la sphére unité S de R™ définie par S = {(ml, ey Ty) €R™ Z xf = 1}.

i=1
n
a2\
1
2. a. Soit i€ [[1,n]] tel que a; # 0. On pose

H:{(xl,...,xn)eR", h(ajl,...,xn):l} et B:{xeR”, \’Zl‘ ﬁ}

Prouver que ’ensemble B H est non vide, puis qu’il est fermé borné.

c. Déterminer le maximum de f sur S.

d. En déduire que pour tout w = (u1,...,u,) de R™ on a

S|
M=

n
H U;| <
=1

K3

b. Justifier que la fonction g admet un minimum sur B H. Prouver que ce minimum est aussi le minimum de g sur H.

c. Déterminer le minimum de g sur H.

Exercice 28. D’aprés centrale-supélec MP 2024 (Inégalité arithmético-géométrique). Soit n € N*. On note U, l'ouvert
(R*)™. Son adhérence, notée U, est (R, )™.
Soit s > 0. On définit les fonctions f et g, sur U, en posant, pour tout = = (z1,...,7,) € Uy,

J@)=a: et gu(a) = (Zx)

i=1

On note X, = {x €U, gs(z)= 0}.

1. Montrer que f et g, sont de classe C* sur U,,. Donner I'expression de leur gradient en un point = = (x1,...,,) de U,.
2. Démontrer que la restriction de f & X, admet un maximum sur X, et que ce maximum est en fait atteint sur X; N U,.
Indication : On pourra vérifier que f est strictement positive en certains points de X, NU,.

On note a = (ay,...,a,) un élément de X;NU, en lequel la restriction de f a X, atteint son maximum.

f(a)
o

3. Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour tout k dans [1,n]], ar=

ZTj.

Ioh

Il
— [

n 1/n
4. Démontrer alors que, pour tout (x1,...,2,) € X;NU,, (H xz) <

SN

2

S|
=
&8

<
Il
—

n 1/n
H‘Tl) <
i=1

5. En déduire I'inégalité arithmético-géométrique : V(z1,...,z,) € (Ry)",

Exemples d’équations aux dérivées partielles (EDP)

Exercice 29. 1. Trouver les fonctions f € C'(R?,R) solutions des EDP suivantes :
of of of
a. ——(z,y) =0. b. —=(z,y) =z +y. e o=(x,y) =xf(z,y).
ox ox dy

2. Trouver les fonctions f € C2(R?,R) solutions des EDP suivantes :

32
b.
0x0y

82
a. @(x,y):O. (z,y) =0.

0 0
Exercice 30. Changement de variable linéaire. On considere I’'EDP suivante : Aa—f(x,y) + ,ua—f(x,y) = h(z,y) avec h une
€z Y

fonction et A, u des constantes.
Soit (a, B) € R? tels que A3 —ap =1. On pose = = \u + av et y = pu + fv. Soit g(u,v) = f(Au+ av, pu + fv).

1. Calculer @(u,v).
ou

of
2. Exemple : Trouver les fonctions f € C1(R?,R) solutions de 'EDP : 2—( y) — 3—(1‘ y) = f(z,y).

Exercice 31. D’aprés Mines-Ponts MP 2005 (Changement de variable en coordonnées polaires). Soit (z,y) € R2. 1l existe
(r,0) e R? tel que 2 = rcosf et y = rsinf avec r = /22 + y2.

e Lorsque (z,y) € R xR, il existe (r,0) € R} x ]—g, g[ unique tel que r =+/22 +y2 et 0 = arctan(g).
x
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e Lorsque (z,y) € Rx R}, il existe (r,0) € RY x ]0, w[ unique tel que r = /22 + y2 et 6 = arccot (E)
Y
: 1 . : of of
1. Trouver les fonctions f € C'(R x R}, R) solutions de EDP : xa—(x,y) + ya—(az,y) =af(z,y), aeR.
€z Y

2. Trouver les fonctions f € C'(R x R}, R) solutions de EDP : x?(a@y) + y?(x,y} Y y2.
€z ) )

0? 0? 0?
3. Trouver les fonctions f € C*(R* x R, R) solutions de 'EDP : 2*>—= (x,y) + 2zy / (z,9) +y? == (2,y) = 2y.
Ox? 0xdy oy?
. . . N 2 . 0? 10°f
Exercice 32. Equation des ondes. Soit ¢ > 0. On considére sur R* 'EDP suivante : 9z x,t) — Tl x,t) =0.
x c

On pose u=x+ct et v=x—ct.

0%g

Oudv

UV uU-v
2 7 2

1. Montrer que la fonction g(u,v) = f( ) vérifie : (u,v) =0 (%)
2. Résoudre (*).

3. En déduire les fonctions f € C?(R?,R) solutions de 'EDP.

Exercice 33. CCP PC 2005. Soit U = {(:ﬂ,y) eR?, z-y> 0}. En utilisant le changement de variables ®(x,y) = (zy,x + y),

trouver toutes les fonctions f € C'(U,R) vérifiant 'EDP : g—f(x,y) - %(m, y)+3(x-y)f(xz,y) =0 ().
€T Y

Exercice 34. En utilisant le changement de variables (u,v) = (xy, E) déterminer toutes les fonctions f € C? ((]Rj’r)2 ,R)
Y

d? 0?
vérifiant ’EDP : xQQ(m,y) —y287J2(£U,y) =0 (%).

Exercice 35. CCP MP 2007. Déterminer les fonctions h € C?(R, R) telles que la fonction f définie sur R* xR par f(z,y) = h (Q)
x
o’f 0°f

vérifie : @ + ain =0.

nVecteurs tangents a une partie

Exercice 36. Soit A une partie de E et a € A.

1. Montrer que, le vecteur 0 est tangent a A en tout point de A.
2. Montrer que, si v € T, A, alors Av € T, A pour tout A € R*.

3. Montrer que, si A est un ouvert de F, alors T, A = E.

Exercice 37. Soit A = {(x,y) eR? zy= O} et a =1(0,0).
1. a. Montrer que (1,0) € T, A et que (0,1) € T, A.
b. En déduire que A c T, A.

2. Soit (v1,v2) € R? tel que v; > 0 et vy > 0. Supposons qu'il existe une application 7 : t — (’71(t),’)/2(t)) définie au
voisinage de 0 et & valeurs dans A telle que v(0) = a et /(0) = (v1,v2).

a. Montrer qu’il existe 1 > 0 tel que, pour tout ¢t € ]0,n[, v1(t) >0 et y2(¢) > 0.
b. En déduire que T, A c A.
3. Conclure.

4. T, A est-il un sev de R??

Exercice 38. Déterminer, dans chaque cas, I’équation du plan affine tangent a la surface Sy :
1. f:(z,y) eR? —s az + by +c avec (a,b,c) e R3.
2. f:(z,y) e RZ—y—g(x) avec geC(R,R).

2 2

Exercice 39. Tangente & une hyperbole. On appelle hyperbole une courbe du plan d’équation cartésienne T 0, ou
a
a,b> 0. Donner une équation de la tangente en un point (zg,yo) de cette hyperbole.

Exercice 40. Soit S = {a: eR3 |z| = 1} la spheére unité de R3 et B = {x eR3 |z| < 1} la boule unité fermé de R3. Soit a
un point de S. On veut montrer que :
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T,B = {ueR?’, (v]a) :0}.

1. Montrer que, si v est un vecteur tangent & B en a alors (v|a) = 0.

2. Réciproquement, montrons que tout vecteur v orthogonal & a est un vecteur tangent a B en a.
a+tv

Indication : Considérons 'application t — ——.

la+to|

Exercice 41. Vecteurs tangents a O,(R). Soit O,(R) = {M e M,(R), M™M = In} le groupe des matrices orthogonales et
An,(R) = {M e M, (R), M™= M} le sev des matrices antisymétriques.

1. Soit M € A, (R). Montrer que, pour tout t € R, exp(tM) € O,(R).

2. Montrer que T1, O, (R) = A, (R).

3. Soit Q€ O, (R). Montrer que ToO,(R) = {M e M, (R), QM e An(R)}.

Indication : Considérons 'application ¢t — ) exp(tQ_lM).
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