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TD N°11

Equations différentielles linéaires (correction)

Equations différentielles linéaires d’ordre 1 vectorielles

Corrigé de I'exercice 1. 1. On a ¢} (t) = A(t).p1(t) et ©5(t) = A(t).2(t) donc ¢, @2 sont deux solutions de ’équation
homogene associée a (£). Comme W (t) = —1t = 1+1t2 #0, le couple (¢1,p2) est un systéme fondamental de solutions
de I’équation homogene associée a (€).

2. Cherchons une solution particuliére ¢ de (&) sous la forme : @ : t — A1 (¢)p1(t) + A2(t)p2(t). La méthode de variation

des constantes montre que les fonctions ] et A} sont solutions de :

2t2 -1
MN(t) + A5 (¢t = —
1(1) +tA5(t) 1422

3t

1

- 2t
Soit Aj(t) = i et A\y(¢) = i donc Vt e R, A;(t) = —arctan(t) et Ao(t) = In(1 +#2).

—arctan(t) + tIn(1 +t?)

Dou X :t
'—) ( tarctan(t) +In(1 +t2)

) est une solution particuliére de (£).

oy L —arctan(t) + tIn(1 +¢?) 1 t
3. D’apres ce qui précede : Sg = {X it ( tarctan(t) + In(1 + £2) +c1 i + co Nk (c1,c0) € R2}.

(t)
y(t)

o'(t) = ax(t)cost—y(t)sint
y'(t) = wx(t)sint+y(t)cost

Corrigé de I'exercice 2. 1. Soit X (t) = ( ) € R? une solution de (*) donc {
Posons z(t) = z(t) +iy(t). On a
2'(t) = (x(t) cost —y(t)sint)’ +i(x(t)sint + y(t) cost)’ = e 2(t)

donc z est solution d’une équation différentielle scalaire du premier ordre dont les solutions sont les fonctions z telles que

VteR, 2(t)=MNexp (—i e”) = Xe’"t (cos(cost) —isin(cost)) ot AeC.

On écrit A = a +if avec (o, 3) € R? on obtient X (t) = x() = qesint CO.S(COSt) + Besint sin(cos?) .
y(t) —sin(cost) cos(cost)

; cos(cost ; cos(cost
2. Les fonctions g : t —> 50t . ( ) et @9 1t —> 50t . ( ) forment un s.f.s de (x) a valeurs réelles car
—sin(cost) —sin(cost)

W(t) =e**mt £ 0. Dot S = {t — ap1(t) + Bpa(t), (a,pB) ¢ RQ}.

Corrigé de I'exercice 3. 1. La solution générale de I’équation différentielle homogene associée & () est

a
X(t)=et Xy avec Xo=|8|eMs31(R).
)
On a rg(A) =1 donc A% =tr(A).A=0 et e’ = I3 +tA. Ainsi
a(l—t)+ Bt — 26t 1-t t ot
X(@)=|at+p(1-t)+20t|=a| t [|+58|1-t|+0] 2t avec (a,f3,6) e R3.
at— Bt +6(1+2t) t —t 1+2¢
—— —_—— —_——
=p1(t) =2 (t) =3 (t)

De plus W(0) = det(¢1(0),¢2(0),¢3(0)) = det(I3) = 1 # 0 d’olt (¢1,92,93) forme un s.tf.s de I'équation différentielle

homogene associée & (*).
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2. Cherchons une solution particuliere ¢ de (*) sous la forme : @ : ¢ —> A1 (t)p1(t) + A2 (t)p2(t) + A3(t)ps3(t).
La méthode de variation des constantes montre que les fonctions A}, A5 et A; sont solutions de :

(1= )N, () + NG (2) — 26N, (1)
ENL () + (1= )N (£) + 2EN5(2)
ENL(E) — AL (E) + (1 + 20N, ()

I Il
| o <
~

MOERHC) 0 (Ly+Ls)
Soit { Ay(t) = Ny(t) = t (La-Lz) donc Ai(t)=As3(t) =0 et Aa(t) = /2.
M) +X5(t) = t (La+Ls)

32
Ainsi p(t) = Aa(t)pa2(t) = | (1 -t)t?/2 | est une solution particuliere de (*).
~t3/2
32
3. L’ensemble S des solutions de (x) est S = {t — | (1=1)t2/2 | + api(t) + Bpa(t) + dps(t), (a,B,0)¢€ R?’}.
~t3/2
Corrigé de I'exercice 4. 1. On a
X -2 0 -1
Xa(X)=det(XI;-4) =| 1 X-1 0
1 1 X-3
X -2 0 -1
Cre e -X+2 X-1 0
1 X-3
1 0 -1

=(X-2)[-1 X-1 0
0 I X-3
1 0 -1
= (X-2)lo xX-1 -1
Lo«—Lo+Ly
0 1 X-3
X-1 -1
1 X-3
=(X-2)(X-1)(X-3)+1)=(X-2)*

- (X -2)

donc Sp(A) = {2}
a1 (t)
2. On pose X(t) = | x2(t) | de sorte que (¥) < X'(t) = A.X(¢). D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton x4(A) =0,

z5(t)
donc (A -2I3)% =0 i.e. la matrice A — 2I3 est nilpotente. Par suite

=%

2 4k t2
otA = e2tIa+t(A—2I3) = e2tIs et(A7213) = 2t Z '(A _ 213)k _ eZt (IS 4 t(A _ 213) " E(A _ 213)2)
k=0 ™+

1-t%/2 t2/2 t+12/2
Donc et =e? | t —12/2 1-t+t2/2  ?/2

-t t 1+¢
A
Les solutions de 'équation X'(t) = A.X(t) sont les fonctions t — X (t) = e!4.C' ott C = | Ay | € M31(R). 1l sensuit que
A3

)\1 + )\3t+ ()\2 + )\3 - )\1)t2/2
X() = A2+ (A1 =Aa)t+ (M2 + A3 —\)t?/2 | D'ou
)\3 + ()\2 + )\3 - )\1)t

xl(t) = )\1+)\3t+()\2+)\3—/\1)t2/2
VtGR, l‘g(t) = )\2+()\1—)\2)t+()\2+)\3—)\1)t2/2 avec ()\1,)\2,)\3) ERB.
1‘3(t) = /\3 + ()\2 + )\3 - /\1)t
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/\1 =1 Z‘l(t) = 1—t2
3. Onaz1(0)=1,22(0) =-1,23(0) =0 donc 4 Ay = -1 .Ainsi{ xo(t) = -(t-1)% .
A3 = 0 x3(t) = -2t
Corrigé de I'exercice 5. 1. On a :
X -2 1 -1
xa(X)=det(XI3-A4) =| 1 X-2 1
1 -1 X
X-1 1 -1
Cl<—:C'1+C'2 X-1 X-2 1
-1 X
1 1 -1
S(x-1) x-2 1
0o -1 X
1 0 -1
- xX-D1 x-1 1
Coe—C+Cs
0 X-1 X
1 0 -1
=(X-1)21 1 1
0 1 X
1 0 -1
= (X-1D%0 1 2
Laye—Ly—L,
0 1 X
(x-12| 2‘:<X—1>2<X—2>
1 X
donc Sp(A4) = {1,2} et
1 -1 -1
Ei(A)=Vect||1],] 0 ||, E2(A4)=Vect] 1
0 1 1
=v;  =vg =v3
1 0 0 1 -1 -1
Donc A est diagonalisable : A= PDPYavec D=|0 1 0], P=|1 0 1
0 0 2 0o 1 1
z1(t)
2. On pose X(t) = | z2(t) | de sorte que (Zp) < X'(t) =A.X(¢). On a
z3(t)
X'(t)=A.X(t) < X'(t)=PDP1.X(t) <= PLX'(t)=DP'.X(t) < Y'(t)=D.Y(t).
N
Y (%)
y1 (1)
SiY(t) =|y2(t) | alors
ys(t)
vi(t) = wn(t) yi(t) = e
Y/(t)=D.Y(t) <= § y5(t) = wa(t) <=1 12(t) = Age' , (A, A2, X3) e R
ys(t) = 2ys(t) ys(t) = Ase*
(M = Ag) el —Aze? r1(t) = (A -A2)ef-Aze?
Par suite, X (t) = P.Y (t) = Apel +Age?t .Dou{ zo(t) = Ael+dze® avec (A1, A2, A3) € R3.
(A +X2) el +hze? z3(t) = (A +A)el +)ze?
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x1(1) el
3. On pose X (t) = |z2(t) |, B(t) =| €' | de sorte que (¥) < X'(t) = A.X(t) + B(t).
x3(t) —e!
1 (t)
La solution générale de (o) s’écrit @o :t — | 2(t) | = M1 (t) + Aawa(t) + A3p3(t) avec (A1, A2, A3) € R3 out
z3(t)
ot et _e2t
prite—pi(t) =] |, p2itr—pa(t) =] 0 | et pa:t—p3(t) = e*
0 e e?t

La famille (1, @2, 3) forment un s.f.s de X'(t) = A.X(t) car W(t) = —e*" # 0. Cherchons une solution particuliére ¢ de
(2) sous la forme : ¢ : t —> A1 (£)p1(t) + Aa(t)pa(t) + A3(t)p3(t). La méthode de variation des constantes montre que les
fonctions Aj, A5 et A5 sont solutions de :

N(t) el =No(t) et =\s(t)e*t = ef

N (t) et +05 (1) e = o2
Ny(t) el +5(t) e = -e
M) = 0 AM(t) = 0 tel —(t-1)e*
Soit 2 Ay(t) = -1-e' doncVteR, { Xy(t) = -t-e' par suite o(t) = te?t
() = 1 As(t) = ¢ ~tel +(t-1)e*
D’ou
xl(t) = (/\1 —/\Q)et —)\3e2t + tet —(t—l)e2t
VieR, { xo(t) = Mel+)ze? + te?t avec (A1, A2, \3) € R3.
z3(t) = (M +X)el+dze?t + —tel+(t-1)e*
0 1 0
Corrigé de I'exercice 6. 1. Soit A= 0 0 1 | de sorte que X'(t) = A.X(¢).
2 -5 -4
2. Ona:
X -1 0
xa(X)=det(XI3-A) =0 X -1
2 5 X+4

1 -1 0
=(X+1)[-1 X -1
1 5 X+4
1 0 0
= (X+1)[-1 X-1 -1
Ca—Ca+C
1 6 X +4
X-1 -1
=(X+1)
6 X +4

(X +D)((X-1)(X+4)+6) = (X +1)}(X +2)

3. La division euclidienne de X™ par x4 s’écrit X™ = x4.Q, + R,, avec deg R,, < 2. Pour rendre les calculs qui suivent plus
simples, on exprime le reste R dans la base de Taylor (1, (X +1), (X +1)?) :

R=0a,(X+1)2+b,(X +1) + ¢, avec (an,by,c,) € R3.
On détermine ensuite a.,, b, et ¢, en évaluant I'identité

X" =x2.Qn+a, (X +1)2+b,(X+1) +c, (x%).
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ap—bp+c, = (_2)n
en -2, en -1 et en dérivant (x*) avant d’évaluer & nouveau en —1. On obtient 4 ¢, = (-n)»
b, = n(-1)"!

Donc R, = (-1)"(2" = n-1)(X +1)? +n(-1)""1(X + 1) + (-1)". Enfin, en évaluant (x+), en la matrice A :

VneN, A"=(-1)"(2"-n-1)(A+13)? +n(-1)""1(A+13) + (-1)"Is.

o
4. la solution générale de de X'(t) = A.X(t) est X(t) =e!*.C ou C = | | e M31(R). Mais
J
+o0 tn
tA _ Y oqn
et = Z;) o

Z . ( —DM2" - - 1) (A+15)2 +n(-1)"" (A +13) + (-1)"13)

n=0

(oo 1) (2n_n 1)tn)(A+I3)2+(§n( 1)n 1tn)(A+I)+(Z( 1)n n)

IIM

n=0
= (e + )(A+I3) +te (A+13) +e 'l

11 suffit alors de calculer la premiere ligne de (A +13) et (A +13)? pour pouvoir exprimer z(¢) en fonction de o, 3 et d :

VteR, z(t)=a(e? +2te™)+ B (22 +3te —2e7") +5 (e +te —e7") avec (a,f,6) € R®.

Corrigé de I'exercice 7. 1. On a :

X-1 -1 1
xA(X)=det(XI;—A) =| 0 X-1 0
-1 3 X-3
X -1 -1 1
Cre—Cr4Ca+Cs X-1 X-10
X-1 3 X-3
1 -1 1
S(x-Dl1 x-1 0
1 3 X-3

1 -1 1
(X-1)jo X -1
L2<—L2
Ly«—L3— L1 0 4 X-4
-1
=(X-1
= ( )4 X -4

=(X-1)(X(X-4)+4) = (X -1)(X -2)?
Les polynémes (X - 1) et (X —2)? sont premiers entre eux, d’aprés le lemme de décomposition des noyaux,

M3 1(R) =ker (xa(A)) =ker(I3 - A) ® ker(2I5 — A)%.

1 1
2. ker(I3 - A) = El(A) =Vect | 1 s ker(213 - A) = EQ(A) =Vect | O
1 -1
—— —_——
=v1 =vo
3. On a ker(2I3 — A) c ker(2I3 — A)? donc il suffit de compléter (vy,v2) en une base B = (v1,v2,v3) de Mz 1(R) telle que :
0
vs € ker(2I3 — A)? et Avs = —vy + 2v3. Par exemple, v3 = | 0 |.
1
z1(t)
4. On pose X (t) = | z2(t) | de sorte que (X) <= X'(t) = A.X(t). D’aprés ce qui précede : A= PTP™! avec
z3(1)
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1 1 0 1 0 O
P=11 0 O]et T=]0 2 -1}
1 -1 1 0 0 2
Ona X'(t)=AX(t) & X'(t)=PTP1.X(t) < PLX'(t)=TP1X(t) < Y'(t)=T.Y(t).
[ —
Y (1)
yi(t)
Si on note Y () = | y2(¢) |, alors
ys(t)
vi(t) = y(t) () = e
Y'(#)=T.Y(t) & { 95(t) = 2uo(t)—ys(t) <= 3 y5(t) = 2ua(t) —Aze® | avec (A1, A2, A3) € R3.
ys(t) = 2y3(t) ys(t) = Aze?
Or la solution générale de 'équation y4(t) = 2y2(t) — A3 e*" est
yg(t) = )\2 th + —)\3t62t s )\2 e R.
—_—— —

solution homogeéne solution particuliére

/\1 et +()\2 — )\3t) th xl(t) = )\1 et +>\2 eZt _)\St e2t
Par suite, X (t) = P.Y (t) = Ap el .Dou{ x9(t) = Mef
A1 et +(—/\2 + /\3t + /\3) e2t l‘3(t) = N e -2 62t +/\3t62t +)\3 e2t
+00 tk +o00
Corrigé de I'exercice 8. 1. On a f(t) = 1;) o kZ:%fk(t).

« Chaque f; est de classe C! sur I.
. Z fx converge simplement sur I. (série exponentielle)
. . converge uniformément sur tout segment c I car pour tout segment [a, 3] c I, on a
k
|t|k71
(k-1)!
|t|k_1
- (k-1

Vtela,B],VkeN", [fi ()] = | %]

|p]*

IM|* on ag =max(|al,|5])

k—l

et la série
2 -1

D’apres le théoréme de dérivation sous le signe somme, t —> f(t) est de classe C! sur I et

|M|* converge (série exponentielle réelle).

Viel, f()=3 LAY v Gl MY B0 = ap(t) = po.
’ im0 k! k=1 (k—l)' o k!

2. a. Ona

Y'(t)=AY(t)+ B(t) <= exp(-tA).Y'(t)=exp(-tA)AY (t) +exp(-tA).B(t)
«— exp(-tA).Y'(t) —exp(-tA)A.Y (t) = exp(-tA).B(t)
<~ Z'(t) =exp(-tA).B(t)
< exp(tA).Z'(t) = B(t)

avec Z(t) = exp(~tA).Y () qui est, de classe C* sur [ si, et seulement si, Y Dest.
¢
b. La solution générale de I’équation exp(tA).Z'(t) = B(t) est Z(t) = Z(to) + / exp(-sA).B(s)ds ol tg € I. D’ou
to
¢
Y (#) = exp(tA).v+ f exp((t—s)A).B(s)ds, o v = Z(ty) € K™.
to

3. Ici B(t) = 0 donc la solution générale du systéme différentiel homogene Y’ = A.Y est de la forme Y (t) = exp(tA).v ou
n

v € K™, On écrit v dans la base (v1,va,...,0,): v = Zaivi. Mais
i=1
+00 k . n +00 tk +00 tk n
exp(tA).v = ZO‘% exp(tA).v; = Zoz, (Z k'A vz) = Z% (Z 1 Ajv ) Zozz (Z o )v, = Zai exp(Ait)v;.
i=1 k=0 i=1 k=0 i=1
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Ainsi, Y () = Zai exp(Nit)v;, ol (aq,...,ap) e K™

i=1
(1) 0 2 -1
4. Onpose Y(t)=|y(t) et A=] 3 -2 0 |desorte que (¥) <= Y'=AY.Ona
2(t) -2 2 1
X -2 1
Ya(X) =|-3 xX+2 0

2 -2 X-1
X-2 0 2-X
3 X+2 0
2 X-1
10 -1
=(X-2)|-3 X+2 0
2 -2 X-1
10 0
= (X-2)|-3 X+2 X-1

L1<—_Ll—L3

Cae—C3+Ca+Cy
2 -2 X-1
1 0 0
=(X-1)(X-2)[-3 XxX+2 1
2 -2 1
X+2 1
S (X -1)(X-2) +2 1l:(X—1)(X—2)(X+4)
Done Sp(A) = {1,2,-4} et
1 4 2
Ei(A)=Vect | 1], Eo(A)=Vect| 3 | et E_4(A)=Vect|-3].
1 -2 2
—— —— ——
=v1 =V2 =v3
z(t) = ajel+dage® +2a3e7H
Et Y(t) =aiet v + age? vy +aze ™ v3. Dot { y(t) = ayel +3aze® -3aze™ | (a1, aq,as3) € R Finalement, avec la
2(t) = ajet-2ape* +2a3e7
z(t) = 3/5e'+2/5e7 4
condition initiale suivante x(0) =1, y(0) =0 et 2(0) = 1, on obtient { y(t) = 3/5e!-3/5e74 .
2(t) = 3/5et+2/5e4
21 (t) 1 -1 2
Corrigé de I'exercice 9. On pose X (¢) =|z2(t) | et A=|2 -1 3] de sorte que X'(¢) = A.X ().
Sp(A) = {i, —i, 1} donc A est diagonalisable sur C et
1+7 1-1 1
E;(A)=Vect|] 2 |, E_;=Vect|] 2 |, E1(A)=Vect]|4].
0 0 2
=V1 =V2 =v3

Les solutions complexes de X'(t) = A. X (¢) sont les applications X :t — X (t) = A1p1(t) + Aaa(t) + Asps () on

4 (1+i)e® | (1-i)e® e
o1(t) =evy = 2¢tt , pa(t) =e oy = 2e7% et o3(t) =elvy=|4et|.
0 0 2et

A étant & coefficients réelles, donc Re(p1), Im(p1) sont des solutions réelles de X'(t) = A. X (¢). De plus, le Wronskien de
cost—sint cost+sint e
(Re(¢1),Im(p1), @3) est non nul car W(t) =| 2cost 2sint 4et|=-4et #0.

0 0 2e!
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Les solutions réelles de X'(t) = A. X (¢) sont les applications X : ¢t —> X (t) = AiRe(p1(t)) + AaIm(p1(t)) + Azps3(t) avec
()\1, )\2, )\3) € RB. D’ou

x1(t) = -Xi(cost—sint)+ Aa(cost +sint) + Aze
VteR, ZIJQ(t) = 2A1 COSt+2A2 sint+4)\3€t 5 ()\1,)\2,)\3) €R3.
l‘g(t) = 2)\3 et

a Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre n

Corrigé de I'exercice 10. Soit z(t) = a,t"™ + ... + a1t + ap une fonction polynéme de degré n(a, #0). On a

(2 +2t+2)2"(t) - 2(t+ D)2’ (t) +22(t) = (n(n-1)-2n+2)a,t"+...
(n? = 3n+2)ant" +...

Si  est solution de 1’équation alors nécessairement n? —3n +2 i-e n = 1 ou 2. Donc les fonctions polynémes solutions sont

a rechercher parmi celles de degrés inférieurs & 2. Soit z(t) = at? + bt + ¢ avec a,b, c € R & déterminer. On a
(t2 + 2t + 2)2" (t) = 2(t + 1)z’ (t) + 22(t) = 4a — 2b + 2c.

Donc z est solution si, et seulement si, ¢ = b — 2a. Par suite z(t) = a (t> = 2) +b(t + 1) avec a,be R.
—_—— —
=p1(t) =p2(t)
Or (¢1,p2) forme un s.f.s puisque W(0) = -2 # 0. D’ott la solution générale est t — (2 —2) + u(t +1) avec \, € R.

Corrigé de I'exercice 11. La fonction x(t) = t* est deux fois dérivable sur ]0,+oo[ et
22" (t) +ta' (t) — 2(t) = a(a— Dt + at® —t* = (o - 1)t
1
Si = est solution de ’équation alors nécessairement o = 1 ou —1. Donc les fonctions ¢ :t —> t et pg : t —> n sont solutions

-2
de I’équation. De plus (¢1,p2) forme un s.f.s puisque W(t) = " # 0. D’ou la solution générale est t —> A\t + po avec
A peR.

Corrigé de I'exercice 12. La fonction x(t) = t* est deux fois dérivable sur ]0,+oo[ et
22" (t) - 22(t) = a(a - 1)t - 2t* = (a(a - 1) - 2)t*.
1
Si x est solution de I’équation alors nécessairement a(a—1) =2 donc « = =1 ou 2 car « € Z. Les fonctions ¢ : t —> n et

9 t —> 12 sont solutions de I’équation. De plus (g1, 2) forme un s.f.s puisque W (¢) = 3 # 0. D’ott la solution générale est

1
t»—>)\t2+u¥ avec A\, i € R.

Corrigé de I'exercice 13. Soit Zant" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme S. La fonction S est
définie et de classe C*° sur |-R,R[. On a :

(t2=26)5"(t) +6(t - 1)S'(t) +65(t) (t2 - 2t) +f n(n—-1)a,t" 2 +6(t-1) +Z°° nat" "t +6 +f ant"

n=2 n=1 n=0
+00 +oo too
= Y nn-1Da,t"-2> n(n-1)a,t"" +6 Y. na,t"
n:2+°o +°:1:2 n=1
-6 Z nat" t+6 Z apt™
+tx>n=1 n=9—oo +o00
= Z n(n-1)a,t" -2 Z n(n+1)a,.1t" +6 Z na,t"
n=0 n=0 n=0
+o00 +o00
6 Y (n+1)anit" +6 > ant”
n=0 n=0
+ 00
= Y (((n=1) +6n+6)an - 2(n(n+1)+6(n+1))an )"
2
= Y (n+ 3)((n +2)an - 2(n + 1)an+1)t”.
n=0

S est solution de 1’équation, par unicité du développement en série entiere permet alors d’affirmer que S est solution de

I’équation si, et seulement si,
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n+2
VneN, ap1 = ——ap.
2(n+1)
1 . o n+1
On en déduit par une récurrence immédiate que, Vn e N, a, = ag.

n
Inversement, pour pouvoir affirmer qu’une telle série entiere définit une solution, il suffit de vérifier que son rayon de

convergence R est strictement positif. Or R = 2. Ainsi, les solutions de I’équation développables en série entiére sont les

applications
+00 1 +o00 t n—1 A
t»—>)\zn+ t”:)\Zn(f) =———— avec A€ R.
n=0 2 n=1 2 (1 - t/2)2

Corrigé de I'exercice 14. 1. f est de classe C* sur |-R, R[ et se dérive terme a terme et pour tout x € |-R, R],

+o00 +o00 +o00
f(x)= Z anz”, f'(x) = Z na,z™ b, f'(x) = Z n(n-1)a,z" >
n=0 n=1 n=2
On a:
+oo +oo +oo
22f"(x) +xf(x) + 22 f(x) = Z n(n-1)a,z™ + Z napx’" + Z Apox”
n=2 n=1 n=2
+o0o
= a1z + Z (nQan + an_g)m".
n=2

f est solution de 'équation (E), par unicité du développement en série entiére, comme f est solution de (F), on en
G

déduit : a3 =0 et Yn > 2, a, = - n22. Comme, de plus, ag = 1 par hypothese, on montre facilement par récurrence que :
n

_ _ =y
Vn e N, A2n+1 = 0 et Aop = W
2. La série entiere Z agnx®™ converge pour x = 0 et, pour x # 0, on a :
n>0

56’2

$2n+2 ~
S 4(n+1)2

a2n+2
agnl’Qn

0<1.

n—+oo
Donc par le critere de d’Alembert, on en déduit que le rayon de convergence de la série entiere Z a,x" est +oo.
n=0
3. [ est continue sur R, donc continue sur le segment [0, 7] et donc bornée sur ce segment. f n’est pas la fonction nulle (par
unicité du développement en série entiere), donc si ( 1 g) est une famille liée de 'espace vectoriel des fonctions de classe C2

sur 0,7[, il existe A € R tel que g = \f et g est ainsi bornée sur ]0,7[ et donc au voisinage de 0.

Corrigé de I'exercice 15. Soit Zant" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme S. La fonction S est
définie et de classe C*° sur |-R,R[. On a :

+00o +oo +o0o
tS7(t) +28' (1) -tS(t) = > n(n-1)at" ' +2 Y nat" "t - ™!
n=2 n=1 n=0
+o0o +oo +o0o
= Z n(n+1)apt" +2 Z (n+1)apst" - Z Ap1t”
n=1 n=0 n=1

+o00
= 2a;+ Z ((n +1)(n+2)aps - an_l)t”
n=1

S est solution de ’équation, par unicité du développement en série entiere permet alors d’affirmer que S est solution de

I’équation si, et seulement si,

Qp-1
a1=0 et YneN*, ap1=—-""——.
! "+ D(n+2)
L1 , . - 1
On en déduit par une récurrence immeédiate que, Vp e N, ag,.1 =0 et agp = ﬁao.
p+1)!

Inversement, pour pouvoir affirmer qu’une telle série entiere définit une solution, il suffit de vérifier que son rayon de
convergence R est strictement positif. Or R = +oco. Ainsi, les solutions de ’équation développables en série entiére sont les

applications

+00

sinh(¢t) .
1
RN . —L t o S0 e AeR.
noo (2n+1)! A sinon
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Corrigé de I'exercice 16. 1. Soit Zant" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme S. La fonction S est

définie et de classe C*° sur |-R,R[. On a :

t(t2+1)S"(t) + (> - 1)S'(t) t(t>+1) +f n(n—-1)a,t" 2+ (t* - 1) +f na,t" "

+00 n=2 +00 =t +o00 +00
= Z n(n - 1)antn+1 + Z n(n - 1)(1,175"71 + Z na,t"*t - Z na,t" !
n=2 n=2 n=1 n=1

+o00 +o00 +oo +o00

= Y (n-1)(n-2)an1t"+ Y. n(n+1agt" + Y. (n=1Dap_1t" = Y (n+1)apt"
n=1 oo n=1 n=1 n=0

= —ar+ Y (0= 1)((n=1)an1 + (n+ Daga )"

n=1
S est solution de 1’équation, par unicité du développement en série entiere permet alors d’affirmer que S est solution de

I’équation si, et seulement si,

n-1
—a1=1¢et Yn>2, apy=-— Ap_1-
n+1
(-1)P! _1)
On en déduit par une récurrence immeédiate que, Vp e N*, ag, = az et VpeN, agp1 = ool
p p

Par suite

+o00o +o0 +0o
St) = ant" =Y aspt™ + Y agpert™t!
n=0

p=0 p=0

+o0o +o00
2 2p+1
=ag + Z (lgpt P4 Z a2p+1t P
p=1 p=0

1 71 too (_q p+1l
s S D

=0 2p+1

=ap+agIn(l+t )—arctant

Ainsi, les solutions de ’équation développables en série entiére sont les applications ¢ — A + uIn(1 +¢?) — arctant, avec
A peR.

2. On a |a,| < max(ag,as,1) pour tout n € N donc la suite (an), est bornée et R > 1. De plus, pour ¢ = -1, la série
—1)»p1! p+1

> it% converge et la série ) i 2P+ donc la série > ant™ diverge et R<|-1/=1. Dot R=1.

p>1 p p>0 p+1 n>0

Corrigé de I'exercice 17. On procede au changement de variable ¢t = e*. Soit x : |0, +oo[ — R deux fois dérivable et z: R — R

définie par z(u) = 2(t) = x(e"). La fonction z est deux fois dérivable et
! 1 ! " 1 " 1 !
x(t) = z(Int), 2'(¢t) = e (Int), z"(t) = 2? (Int) - 2? (Int).
La fonction x est solution de I’équation sur ]0,+oo[ si, et seulement si,
Vt>0, 2z"(Int)-32'(Int)+22(Int) =0.

La solution générale sur R de I'équation 2" (u) — 32" (u) +22(u) = 0 est 2(u) = Ae" +pe®* avec \, u € R. La solution générale

de I’équation sur ]0,+oo[ est ¢ — At + ut? avec A\, € R.

Corrigé de I'exercice 18. Posons z = (1+t?)x. Soit x : R — R deux fois dérivable et z : R — R définie par z(t) = (1+1%)z(t).
La fonction z est deux fois dérivable et

2'(t) = (1+2)x'(t) + 2ta(t), 2"(t) = (1+12)z"(t) + 4tx’ () + 22(t).

La fonction z est solution de I’équation sur R si, et seulement si, z”/(t) = 1 +t2. La solution générale sur R de ’équation
2 44

t
2'(t) =1+t% est 2(t) = CRETH At +p avec A\, p € R. La solution générale de I’équation sur R est
t2 ¢ At +
— + + B avec A e R,
2(1+¢2) 12(1+t%2) 1+¢2

1

Corrigé de I'exercice 19. Sur [ = ]0,1[ ou ]1,+o0[, on a tln(t)z’ +2=0 < 2a'= 3 (t)x C’est une EDL1. La solution
n

générale sur I est
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A
T:t— avec A € R.
In(t)
Soit x : ]0, +oo[ \ {1} —> R une solution de I’équation sur ]0,1[ et ]1,+oo[, donc, il existe A, u € R tels que
A Iz
Vte]o,1 t) = t Viell, +oof, x(t)= ——.
DAL a(0)= s et VLol al) = s
Régularité de la solution sur |0, +ocof :
i A#0 i +0
o Continuité en 1 : 2(t) =—— =00 S% et z(t) =——— =00 ST K
t-1- | 0 si A=0 =17 | 0 sio p=0

Le prolongement en 1 est possible si, et seulement si, A = u =0 avec 2(1) = 0.
e Dérivabilité en 1 : Le prolongement en 1 est dérivable en 1.
+ Equation différentielle en 1 : 11In(1) x z(1) — 2(1) = 0.
La solution générale sur ]0,+oo[ est la fonction nulle.

6 «
Y

2
Corrigé de I'exercice 20. 1. Sur [ =RY ou R*, on a ta' - 2r =3 = 2/ - ;x = t2. C’est une EDLI. La solution générale
sur I est
it M2 +13 avec AeR.
Soit x: R* — R une solution de 1’équation sur R} et R*, donc, il existe A, € R tels que
VE>0, z(t)=M2+13 et VE<0, x(t)=put®+t3
Régularité de la solution sur R :
o Continuité en 0 : z(t) = M? + ¢ P~ 0 et x(t)=pt®+13 P 0. Le prolongement en 0 est possible avec z(0) = 0
sans conditions sur A et p.
o Dérivabilité en 0 : 2/(t) = 2\t + 3t2 P 0 et z'(t) =2ut + 3t2 = 0. La encore, le prolongement en 0 est dérivable
sans conditions sur A et p.
« Equation différentielle en 0 : 0 x 2/(0) — 2(0) = 0.
M2+t% s

ut> +t3 si t<

avec \, € R.

La solution générale sur R est = :t —> {
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22(t) + 3
0

ta' (t)
2(0)

2. Le probleme de Cauchy {
2z(t) + 13

tr'(t)
2(0) 1

ol le coefficient ¢ de z’ s’annule.

a donc une infinité de solutions. A 'opposé, le probléme de Cauchy

n’a aucune solution. On voit ici que le théoreme de Cauchy linéaire tombe en défaut en t =0, 1a

Corrigé de I'exercice 21. 1. Sur I I'équation (H) s’écrit :

, —4 2 - 2?
Yy *y t—aY
x

¢’est une EDL2 homogene a coefficients définis et continus sur I , donc S;(H) est un R-espace vectoriel de dimension 2.

+ 00

2. Soit f une solution de (E) développable en série entiére , écrivons f(z) = »_ a,z™ de rayon de convergence R > 0. Sur

n=0
]-R,R[,on a :
+oo +o00
fl(@)=> napz™ et f(z) = Y n(n- Danz"?
n=1 n=2
donc
+o00 +0o too
(@) +daf' (@) + (2-2%) f(z) = Y n(n-1)aa™+ ). dna,z" + (2 - z?) > ana”
n=2 n=1 n=0
+00 oo T

= Z n(n-1)a,z" +4dax + Z dnan,x™ + 2aq + 2a12 + Z (2an - an_g)z"

n=2 n=2 n=2

+00

= 2a9+6a1z+ Y. (n(n-1)a, + (4n+2)a, - ap_2)z"
n=2
+o00

= 2ag+6aiz+ Y. ((n+1)(n+2)a, —apo)z"
n=2

f est solution de (E), donc
+o00

Vze]-R,R[, 2ap-1+6a1z+ ) ((n +1)(n+2)a, —an-s)z".
n=2

L’unicité du développement en série entiere permet alors d’affirmer que :

Ap-2

200-1=0,a1=0 et Vn2>2, a”:m'
n n

+ 00 1

Ainsi, f(z) =)’

On en déduit par une récurrence immédiate que : Vp e N, agp1 =0 et agp =

rayon de convergence de cette série entiere est > 0 ( = +oo ), par suite f est solution de (E) sur I.

Par ailleurs, pour x € I, on a

1 +o0o 1 2n+2 1 + 00

f(x)zj

1
x? 720 (2n+ 2)' Z (Qn)' ﬁ<€08h(m) 1)

(2p+2)! 2)' = (2n+2)!

22", Le

3. Une solution de (F) est la somme d’une solution particuliére de (E) et d’une solution de (H). On a h € S;(H) et une

h
autre solution de (H) est donnée par hg = f —g = o8 2(30) Le Wronskien de la famille (h, hg) est donné par
x
h h 1
W 2| @ @] 1
W(x) ho(z)| =

donc le couple (h, hgy) forme un s.f.s de (H). Ainsi, S;(E) = {g + A+ pho, (A )€ Rz}.
4. Soit AS S]R(H)

« La restriction yo de y sur I est une solution de (H) sur I, donc il existe (A, ;) € R? tel que yo = Ah + phy i.e.

/\cosh(:c) . sinh(x)
22

Yyo(z) =
y est dans Sg(H) donc elle est de classe C? sur R en particulier en 0. Au voisinage de 0 on a :

cosh(:v) . Msmh(x)

pour tout x € I.

A

Yo(x)
(1 + 1/23: + o(a:2)) + u(x +1/623 + 0($3))
22

I A+ uz
el T 2 +o(x)

A
2
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qui n’admet de limite en 0 que si A= =0 d’out yo = 0.
e On montre de méme que la restriction y; de y sur |—oo, [ est nulle.

Donc y est nulle sur R* et comme y(0) = 0 alors y est la fonction nulle sur R. Ainsi Sg(H) = {0} et par suite, dim Sg(H) = 0.

Y1
AR A L
Corrigé de I'exercice 22. 1. On a (—) = 5 1 - 57— = — ou W est le Wronskien de (1, ).
P1 Y1 Y1 Y1

. . 2 . o P .
2. On obtient alors une expression de — puis de ¢ comme combinaison linéaire de deux fonctions.
$1

1 A
3. Soit ¢ une solution. Le Wronskien W est solution de =’ + Ex =0. En résolvant cette équation, on obtient W (t) = 7 avec
AeR.

A A
e (1 ne s’annule pas sur ]0,+oo[, donc (ﬁ) =5 et par suite @(t) = o + ut avec e R.
#1
1 - . . t 1/t -2
e Posons py:t+— T On vérifie que sy est une solution. De plus, le Wroskien de (¢1,¢2) est L1 =7 #+ 0 donc

(o1, p2) forme un systéme fondamental de ’équation.

A
La solution générale de I’équation est ¢t — n + ut avec A\, u € R.

Corrigé de I'exercice 23. 1. Soit Zant" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme S. La fonction S est

définie et de classe C* sur |-R, R[. On injecte dans 1'équation
+0oo
t(L=1)S"(t) + (1-3t)S"(t) - S(t) = Y. (n+1)*(ans1 —an)t™
n=0

L’unicité du développement en série entiere permet alors d’affirmer que S est solution de 1’équation si, et seulement si,
VneN, api1=a,. On en déduit par une récurrence immédiate que, Vn € N, a, = ag. Cette série entiere est de rayon de
convergence R égale a 1. Ainsi, les solutions de ’équation développables en série entiere sont les applications

+oo

A
t»—>)\Zt"=— avec )\ € R.
n=0 1-t

2. y est deux fois dérivable sur ]0,1[ et t —> A(t) = (1 - t)y(t) est deux fois dérivable sur ]0,1] :

A(t) = 1=y () —y(t), A"(t)=(1-1)y"(t) -2y'(?)

donc ¢(1-t)y"(¢) + (1 -3t)y'(t) —y(t) =0 < tA'(¢t) + N (¢) =0. Ainsi N (t) = %, 1 € R. Par suite, A(t) = plnt +6 avec
pwlnt+46

. avec (u,6) € R?.

(11,9) € R%. Finalement, la solution générale de (E) sur ]0,1[ est t — y(t) =

Corrigé de I’exercice 24. Partie | : Résolution de (X) dans le cas complexe (K = C).

1. On a Sy = ker P(u). Les polynomes (X — A;)* et (X - \;)%, avec ¢ # j, sont premiers entre eux, le théoréme de

décomposition des noyaux assure que
P
ker P(u) = @ ker(u — \;1d):.
i=1
p p p
Donc Sy, = @ ker(u — \;Id)* et dim Sy, = dimker P(u) = > dimker(u — A\;Id)* = ) a; = n. On retrouve que l'espace des
i=1

i=1 i=1
solutions est de dimension n.

2. Ona (u-Md)(2)=0 < u(z) =) x <= 2/’ -\r=0 < 3ceC, VteR, x(t)=ceM. Ainsi
ker(u — Md) = Vect(t —> e*).
3. Soit a € N*. Posons ey : t — e, Soit z € E et y:t —> e M 2(t) de sorte que z = exy. On a
(u-MNd)(z) = exu(y), (u-Ad)3(z)=exu?(y),...,(u-Ad)*(z) = exu(y).
Donc x € ker(u — AId)® <= y € keru®. Or la solution générale de y(®) =0 est
y(t) =co+cit+...+ca1t®t avec cg,...,cq-1€C.

D’ou ker(u — AId)® = {t — (co +eit+..+ ca_lto‘_l)e/\t, COy. -3 Canl € (C}.
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P
4. Comme Sy = @ ker(u — \;)® on obtient
i=1

P
Sy, = {t — Z Q;(t) Mt on Q; est un polyndme de degré < a; — 1}.
j=1

5. Ona P=X%+2X3-2X -1=(X-1)(X +1)3, donc la solution générale de I’équation est

-t

y:t»—>coet+(cl+02t+03t2)e avec cg,C1,Co,C3 € R.

Partie Il : Résolution de (X) dans le cas réel (K = R).
T S

1. On écrit P = JJ(X = X)™ [J(X?+axX +b)™ avec ai - 4b < 0 la décomposition de P dans R[X]. De méme, on
j=1 k=1

obtient

T

Sy EB ker(u — X;Id)™ EB ker(u? + apu + bpId)™ .
j=1

Or z € ker(u? + apu + bpld) < 2" +apx’ + byx = 0. Cette derniere équation est une EDL2 scalaire & coefficients constants

dont la solution générale est :
t —> (cos(Byt) +sin(Byt)) e ",
Et ker(u? + agu + b Id) = Vect {t — cos(Bxt) e* | t —> sin(Bxt) eo‘kt}. On obtient de méme :
ker(u? + apu + bpId)™ = {t — (Ry(t) cos(Bit) + Sk(t) sin(Bt)) eo"“t}

ot Ry, Si sont des polynémes de R[X] de degré < ny — 1. Par suite,
Sy, = {t — > Q;(t) etit 4 Z (R (t) cos(Brt) + Sk(t)sin(Bit)) e O"“t}
j=1 k=1

ou ; est un polynéome de degré <m; -1 et Ry, Sk sont des polynémes de degré < ny - 1.
2. OnaP=X4-X?4+2X+2=(X+1)%(X%-2X+2) = (X +1)?>(X-1-4)(X -1+1), donc la solution générale de I’équation

est

y:tr—>(co+clt)e‘t+(C3cost+C4sint)et avec cg,Ci1,C2,C3,C4 € R.

Corrigé de I'exercice 25. 1. v est de classe C2 sur ]0, +oo[ et pour tout ¢ >0 :

u'(t)  u(t)
NN (1

=v’(t)

= % (" () + 1/ () + (2 = n?)u(t)) =

0" (1) + o (H)v(t) = Viu (t) + ) Vitu(t)

4¢2

=0

2. a. La fonction y, est définie et de classe C*° sur |-R,R[. On a :

+00 +o00 +oo too
Gyl by, + (2 -0y, = > (k+n)(k+n- Dapth™™ + Yo(k+ n)apt™m + > apttTr? —p? > apthn
k=0 k=0 k=0 =
+o00
= Y k@n+k)apt™" + Y aptht?
k=0 =0
= Z E(2n + k)apt™™ + Z ap_ot™*"
k=0 N k=2
= (2n+1agt+ Z (k(2n +k)ay, + ak,g)t’””
k=2

yn est solution de I'équation (B,,), par unicité du développement en série entiére permet alors d’affirmer que y,, est

solution de I’équation (B,,) si, et seulement si,
a1=0 et VE>22, (k+2)2n+k+2)aga+ar=0  (x).

ire:a;=0 et VEeN, (k+2)(2n+k+2)ags2+ag=0.
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(=1)*n!
——ay.
22kl (n + k)!
Initialisation : Pour k =0, les deux formules sont vraie.

b. Récurrence sur k€ N : aspr1 =0 et ag, =

~1)Fn!

Hérédité . Soit k € N. Supposons asi 1 =0 et asy = 22k(l<:!(7)1-7:k)!a0' On a d’apres () :

a _ A2k+1 _

PR3 T 2k + 3)(2n + 3 + 2k)
et
a __ A2k _ ask
Tk 2)(2n+2+2k)  22(k+ ) (n+1+k)
-1 (-1)*n! o
= 2(h ) (n s 1+ E) 2ok (n s k) ap (hypothese de récurrence)
(-1)F*1n!

Ttk y )i(n+ k1)

Conclusion : Par le principe de récurrence, a; =0 et VkeN, (k+2)(2n+k+2)ags2 +ax =0.

1 1
3. e On a e )i(nsks 1)!k!(n+k)! = G D keD) o 0 donc par la regle de d’Alembert, le rayon de
convergence de la série k%% mzk est +oo.
o Pour z =0, la série Z i 2k converge absolument. Pour z € C*, on a
¢ 22k E(n + k;)' ' ’
(—1)krly2he2 22K K (n + k)! _ ER
2642(k+ D) (n+k+1)! (-1)F22k | 4(k+1)(n+k+1) kotoo
—1)*
donc par la regle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série kzzg) 22kk(:!(n)+k)122k est +oo.
+00 (_1)k ok +00 A boaks1 = 0
4. On a J,(t) = ,§—22k+"k!(n+k)!t o= ’;)bkt ™ avec (by)r la suite définie par : by = i . La

22k+nfl(n + k)!
suite (by ) vérifie les conditions de la question 2 donc par unicité, J,, est solution sur R de (B,,).

1
5. a. G,(0)= - > 0, donc par continuité de G,, (en 0), il existe 8 > 0 tel que G, (t) >0, pour tout ¢ € |-3, §[.
n!
b. Sit> />0 alors G, (t) >0 car G,,(t) est la somme d’une série a termes > 0. Si t € |-3, 8], alors G,,(t) > 0. D’ou les
zéros de la fonction G,, sont dans Uintervalle |-oo, —0][.
c. Soit teR. On a
tn t2 tn+oo 1 t2k tn+oo _1]{)
0o ) Bt 6] - Sty
2 2 2) Zkm+k)\ 2 2) & 22RkI(n + k)
t? t?
Sit >0 est zéro de J,, alors vy est zéro de G,,, donc 1 < -, soit t > 2y/P.

Corrigé de I'exercice 26. Supposons que (E) posseéde une solution développable en série entiere sur |-r,r[ (avec r > 0), notée

fix— Y aya™. Pour tout € ]-r,7[, on a :

+00 +o0 +oo too
(22 -2)f'(z) = (2% -2) ) na,a" " = ) nax Z napz™ = Y (n-1)a,-12" = Y. nazz"

n=1 n=0 n=0 n=1 n=0
et
+o00 too oo
2 f"(x) =2 ) n(n- Dapaz"? = Y n(n-1)aza™ =Y n(n-1)ayz"
n=2 n=2 n=0

11 vient pour tout x € |-r,r[,

22f"(x) + (2% - 2) f'(2) + 2f () i:o (n-1apx +Z(n Dap_1z —Znanm +22anx

n=1 n=0 n=0
= 2a9+ Z ((n*-2n+2)a, + (n-1)a,_1)z"
n=0
+oo
= 2a0+ Y. ((1+(n-1)*)an + (n-1)an1)2"
n=0
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Puisque f est solution de (F), on obtient par unicité du développement en série entiére les relations :

1-n

2a,=0 et Vn2>1, ap=———0Cn_1-
a et Vn a 1+(n_1)2a 1

On montre par une récurrence immédiate que, la suite (@, )neny est la suite nulle. En conclusion, on a montré qu’une telle
solution est nécessairement la fonction nulle. Il n’existe donc pas de solution non nulle de (F) qui soit développable en série

entiere au voisinage de 0.

Corrigé de I'exercice 27. 1. Sur |0, +oo[, ’équation homogene associée & (E) est 22y’-3y = 0 & pour solutions les applications :

T +— )\exp(glnx) = \z?/? avec A e K.

3/2

La méthode de variation de la constante permet d’écrire les solutions de (E) sur 0, +oo[ sous la forme y(z) = A(z)z°/* avec

)\ fonction dérivable sur ]0,+oo[. La fonction X vérifie sur ]0, +oo[ I'équation 22°/2 X () = /2 soit \(z) = ;— +c avec c € K.
x
-1
Ainsi, les solutions de (F) sur ]0,+oo[ & valeurs dans K sont les fonctions x — ?\/5 +ca®l? avec c e K.

2. Si y est solution de (E) sur [0, +oo[, alors y est de classe C* sur [0,+oo[ et en particulier, dérivable en 0*. Or

-1 3¢
74\/5 + ?\/E —):I;_>O+ — 00

ce qui interdit a y d’étre dérivable en 0. Ainsi, 'ensemble des solutions de (E) sur [0, +oo[ est 'ensemble vide.

y'(z) =
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