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TD N°11

Equations différentielles linéaires

Equations différentielles linéaires d’ordre 1 vectorielles

t 1 2t -1
Exercice 1. Soit (£): X'(t) = A(¢).X (¢t) + B(t) avec A(t) = et B(t) =
-1 t 3t
1+¢2 1+¢2 1+¢2

1 t
1. Justifier que les fonctions ¢y : t —> ( t) et o it —> (1) est un systeme fondamental de solutions de 1’équation
homogene associée a (&).
2. Cherchons une solutions particuliere de (£) a laide de la méthode de variations des constantes.

3. En déduire la solution générale de (&).

Exercice 2. Pour tout ¢t € R, on pose A(t) = (

cos(t) —sin(t))
sin(t) cos(t) |
z(t) c R2
y(t) .

Indication : On peut remarquer que ¢t —> (x +iy)(t) vérifie une équation différentielle scalaire du premier ordre.

1. Déterminer les fonctions ¢t € R — X (t) = de classe C! telles que Vi e R, X'(t) = A(t)X(t)  (»).

2. Donner une base de ’espace vectoriel S des solutions de (*) & valeurs réelles.

-1 1 -2 t
Exercice 3. On consideére I'équation différentielle (x): X'(t) = A.X(t)+B(t) ot A= 1 -1 2 |etB()=]|0
1 -1 2 -t

1. Résoudre I’équation différentielle homogene associée a (x) et donner un systeme fondamental de solutions.

Indication : On pourra remarquer que rg(A) = 1.
2. Cherchons une solutions particuliere de () a Iaide de la méthode de variations des constantes.

3. En déduire la solution générale de (x).

2 01
Exercice 4. Cas d’une matrice posséde une unique valeur propre. Soit A=| 1 1 0]e M3(R).
-1 1 3
1. Justifier que A admet une unique valeur propre a préciser.
21(t) = 2x1(t) +x3(t)
2. Résoudre le systeme différentiel (X):4 z5(t) = z1(¢t) +z2(t)
xh(t) = —z1(t) +22(t) + 3x3(t)
3. Déterminer la solution de (X) vérifiant x1(0) =1, 25(0) = -1, x3(0) =0.
2 -1 1
Exercice 5. Cas d’une matrice diagonalisable. Soit A=|-1 2 -1]e M3(R).
-1 1 0
1. Diagonaliser A.
2y (t) = 21(t) - 22(t) + 23(1)
2. Déterminer la solution du systéme différentiel homogene (Xg) : 4 x4(t) = -—z1(t) + 222(t) — z3(t)

w(t) = —wa(t) +22(t)

2 (t) = 2x(t) —xz2(t) +23(t) + e
3. En déduire la solution du systéme différentiel (X):{ a5(t) = -—z1(t) +222(t) — 23(t) +
2h(t) = —m(t) +22(t) €

Exercice 6. Soit I’équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 3 (x):z'(t) + 42" (¢t) + 52'(t) + 22(¢) = 0.
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(1)

1. Soit X (¢) =| 2'(¢) |- Déterminer une matrice A € M3(R) telle que X'(t) = A. X ().
x// (t)

2. Calculer x 4.

3. Calculer les puissances de A a l'aide de la division euclidienne de X™ par x 4.

4. En déduire la solution générale de (*).

1 1 -1
Exercice 7. Soit A=]0 1 0 | M3(R). On note u ’endomorphisme canoniquement associé a A.
1 -3 3

1. Calculer x4, puis justifier que Mj1(R) = ker(I3 — A) @ ker(2I5 — A)2.
2. Donner une base de ker(I3 — A) et une base de ker(2I3 — A).
3. En déduire une base B adaptée & la décomposition M3 1(R) = ker(I3 — A) @ ker(2I5 — A)? dans laquelle la matrice de u

1 0 O
est |0 2 -1]1.
0 0 2
21 (t) = x1(t) + 22(t) —23(¢)
4. En déduire la solution général du systeme différentiel (X):4 z5(t) = =z2(t) .

x5(t) = x1(t) - 3za(t) + 3x3(t)

Exercice 8. D’aprés CNC 2017 (Systémes différentiels linéaires). Soit I un intervalle non trivial de R, M ¢ M, (K) et
|| une norme sous-multiplicative de M,,(K) : |AB| < | Al|| B pour tout A, B de M,,(K).

1. Montrer que la fonction f: I +— M,,(K) définie par f(t) = exp(tM) est de classe C* sur I et
Vtel, f'(t)=Mf(t) = f(t)M.
2. Soient tg € I, A e M, (K) et B: I — M, 1(K) une fonction continue. On considére le systéme différentiel suivant
(2):Y'(t) = AY (t) + B(¢t).
a. Montrer, en utilisant un changement de variable convenable, que :
Y'(t) =AY (t)+ B(t) < exp(tA).Z'(t) = B(t).
b. En déduire que les solutions du systéme différentiel () sont exactement les applications de la forme :

t
Vtel, Y(t)=exp(tA).v+ [ exp((t-s)A).B(s)ds, ot v un vecteur de K™
to

3. On suppose, dans cette question, que A est une matrice diagonalisable de M, (K) dont les valeurs propres sont Ay,..., A,
(non nécessairement distinctes) et soit (vy,va,...,v,) une base formée de vecteurs propres telle que pour tout ¢, 1<4<n,
v; est associé a ;.

Montrer que la solution générale du systéme différentiel homogene Y’ = A.Y est de la forme

n
Y(t) =Y aiexp(Ait)v;, o (ag,...,a,) e K™
i=1

a'(t)

4. Application : Résoudre le systéme différentiel suivant (2) :{ y'(#)

(1)

2y(t) - 2(t)
3x(t) - 2y(t) avec la condition initiale
=2x(t) +2y(t) + 2(¢)

suivante z(0) =1, y(0) =0 et 2(0) = 1.

21 (t) = x1(t) —za2(t) + 223(¢)
Exercice 9. Résoudre sur R, le systéme différentiel { x4(t) = 2x1(¢) —x2(t) + 3z3(¢) . Indication : Diagonaliser A sur C.
z3(t) = w(t)

B Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre n

Exercice 10. Cherchons les solutions polynomiales sur R de I'équation (% + 2t +2)z" = 2(t + 1)z’ + 22 = 0.

Exercice 11. Cherchons les solutions sur ]0, +oo[ de la forme z(t) = t* avec a € R de I'’équation t?z" + tz’ — x = 0.
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Exercice 12. D’aprés CNC MP 2000. Cherchons les solutions sur ]0,+oo[ de la forme x(t) = t* avec a € Z de 1'équation

t22" — 22 = 0 et, en déduire I’ensemble de solutions.

Exercice 13. Cherchons les solutions développables en série entiere de I’équation (% - 2t)y” +6(t — 1)y’ + 6y = 0.

Exercice 14. D’aprés CCP PSI 2018. On consideére ’équation différentielle (E) : 2%y + 2y’ + 2%y = 0.

On suppose qu’il existe une série entiere Z anx™, avec ag = 1 de rayon de convergence R > 0 et dont la fonction somme f
n>0

est solution de (F) sur |-R, R][.

~1)"
1. Montrer que, pour tout n €N, on a : as,+1 =0 et ag, = u
4”(77,!)2
2. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere obtenue : Z anx™.

n>0
3. Soit r > 0 et soit g une autre solution de (E) sur ]0,r[. Montrer que si (f,g) est liée dans I'espace vectoriel des fonctions

de classe C? sur ]0,7[, alors g est bornée au voisinage de 0.

Exercice 15. Cherchons les solutions développables en série entiere de 1'équation tz” + 2z’ —tz = 0.

Exercice 16. Considérons I'équation différentielle ¢(t* + 1)y” + (t* = 1)y’ = 1.
1. Déterminer une solution de I’équation différentielle développable en série entiere.

2. Quel est le rayon de convergence de cette série?

Exercice 17. Résolution par changement de variable. Résoudre sur ]0,+oo[ I'équation %z — 2tz + 22 = 0 en posant t = e¥.

Exercice 18. Résolution par changement de fonction incomnue. Résoudre sur R I'équation (1 +t%)a” +4tx’ + 22 =1+1% en

posant z = (1 +¢%)z.

Exercice 19. Problémes de raccordement. Résoudre sur 0, +oo[ I'équation ¢1In(t)a’ + = = 0.

Exercice 20. Problémes de raccordement. On considére I’équation différentielle tz’ — 22 = 3.
1. Résoudre ’équation sur R.

ta' (t)
z(0)

2z(t) + 3
0

tz'(t)
2(0)

22(t) + 3

2. Que dire du probleme de Cauchy { . Méme question pour {

Il
—

Exercice 21. D’aprés CCINP MP 2024. On considere les équations différentielles :
(B):2%y" +4ay' + (2-2%)y=1 et (H):2%y" +4xy +(2-2%)y=0.

On note I = ]0,+oc[, S;(F) ’ensemble des solutions de I'équation (F) sur I et S7(H) ensemble des solutions de ’équation
(H) sur I.
1. Donner, en justifiant, la dimension de U'espace vectoriel S;(H).

2. Démontrer qu'il existe une unique solution f de (E) sur I développable en série entiere sur R.

h(z)-1
Vérifier que pour tout x € I, f(z) = %.
x
-1 sinh(z) )
3. On note pour z € I, g(x) = — et h(z) = ———. On admet dans cette question que g € S;(E) et h € S;(H). Donner,
x x

sans calculs, ’ensemble Sy (E).

4. Quelle est la dimension de l'espace vectoriel Sg(H) (solutions de (H) sur R)?

Exercice 22. La méthode du Wronskien. Soit ¢; une solution mon nulle sur I de (E) : z"(t) = a(t)x'(t) + b(t)x(t) avec

a,b: I — K continues.

l4
w
1. Soit ¢ une solution de (E). Montrer que : (i) = — ou W est le Wronskien de (1, ¢).
¥1 ¥1

2. Expliquer alors comment trouver I’expression de .
z'(t)  x(t
3. Application : Résoudre sur |0, +oo[ I'équation z”(t) + 7 %

: =0, sachant que, ¢ : t — t est solution.

Exercice 23. Solution particuliére & 1’aide d’un changement de fonction inconnue. On considére sur ]0,1[ 'équation
t(1-t)y" +(1-3t)y’ -y =0.

1. Rechercher une solution non nulle ¢ développable en série entiére.
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2. Résoudre I’équation par le changement de fonction inconnue y(t) = p(t)A(t).

Exercice 24. Equations différentielles linéaires scalaires homogénes d’ordre n & coefficients constants. On étudie

I’ensemble Sy, des solutions a valeurs dans K de 'EDL scalaire homogene d’ordre n a coefficients constants :
(2) 2 () + apz™ D () + ..+ ay2’ (t) + agz(t) =0
avec (ag, .. .,an-1) € K" et d’inconnue x : R — K fonction n fois dérivable.

Soit P=X" +an_1X”_1 +...+a1 X +age€ K[X]
Partie | : Résolution de (X) dans le cas complexe (K = C).

P
Considérons l'ev E = C*(R,C) et u € L(E) tel que u(f) = f’. On écrit P = [](X - A;)* avec \; € C deux a deus distincts
i=1
et a; € N,
P
1. Montrer Sy, = @ ker(u — ;) puis déterminer dim Ss;.
i=1

2. Montrer ker(Ad - u) = Vect(t —> e*t).

3. Soit o € N*. Montrer ker(AId — u)® = {t — (co +eit+..+ ca_lta‘l) M. ¢y, Cal € (C}.
4. En déduire Sy, 'ensemble des solutions de (X).

5. Exemple : Résoudre sur C DPéquation y® +2y3) — 2y —y = 0.

Partie Il : Résolution de (X) dans le cas réel (K = R).

Soient Aq,..., A, les racines réelles de P de multiplicités respectives my,...,m, et ur = ap + 1P, 1 < k < s les racines non

réelles de multiplicités respectives nq,...,ns.

1. Montrer Sy, = {t — > Q;(t) eMit 4 S (R (t) cos(Brt) + Sk(t) sin(Byt)) ea’“t}, ou Q; est un polynoéme de degré <m; -1
j=1 k=1
et Ry, Sk sont des polynomes de degré < ny — 1.

2. Résoudre sur R 'équation y*) — " + 2y + 2y = 0.

Exercice 25. D’aprés CNC MP 2018. Soit n € N. On considére 1’équation (B,,) : 22y +xy + (x2 - n2)y =0.
1 - 4n?
4t2
1. Soit w une solution, non identiquement nulle, sur 0, +oo[ de (B,,). Montrer que la fonction v : ]0, +co[ — R définie par

On note o, la fonction définie sur 0, +oo[ par o, (t) =1+

v(t) = Vtu(t) est solution de I’équation différentielle 4 + o,y = 0.

2. Si )y, arz" est une série entitre de rayon de convergence R > 0, on pose yy, (t) = > apt™*, te]-R, R[. On suppose que
k>0 -
Yn est solution, sur |-R, R[, de (B,,).

a. Montrer que a1 =0 et que, pour tout ke N, (k+2)(2n+k + 2)ag.2 + ax = 0.
(-1)*n!
22K g1 (n 1 k)1 1"
3. Calculer le rayon de convergence des series entieres Z ézk et Z ( Dl 22k,
Sk (n+k)! 56 2%k (n+ k)!
4. Justifier que la fonction de Bessel d’indice n, notée J,, définie sur R par :

VteR. J (t):(t)nio(_l)kt%
nor 2) 2%k (n+k)!

b. En déduire que, pour tout entier naturel k, asi,1 =0 et agg =

est une solution sur R de (B,,).

+00 1
5. On note G, la fonction défini Rpar: VieR, G,(t)=Y ——¢F
n note a fonction définie sur R par (1) 1;) K+ k)]

a. Préciser G,,(0) et montrer qu'il existe 3 > 0 tel que G, (¢) > 0, pour tout ¢ € -5, 8[.

b. Montrer que les zéros de la fonction G,, sont dans l'intervalle |—oo0, —f[.
t\" t\?
c. Vérifier que, pour tout t € R, J,(t) = (5) G, (— (5) ) puis en déduire que les zéros de la fonction .J,,, sur I'intervalle

]0, +oo[, sont dans I'intervalle [2\/B,+oo[.

Exercice 26. D’aprés CCP MP 2016. On considére 1’équation différentielle (E) : x2y” + (2% - x)y’ + 2y = 0.

Existe-t-il des solutions non nulles de I’équation (FE) développables en série entiére sur un intervalle |-r,r[ (r>0) de R?

Exercice 27. D’aprés CCP MP 2011. On considére 1'équation différentielle (E) : 2zy’ - 3y = /.
1. Résoudre (E) sur 0, +oo].

2. Déterminer l'ensemble des solutions de (E) sur l'intervalle [0, +oo[.
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